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LES HORLOGES RUBIK

DESCRIPTION :

La Rubik's ctock est constituée de deux faces comportant
chacune neuf petits cadrans disposés en carré.

Chaque cadran contient une aiguille mobile.

Le mécanisrne qui permet de bouger fes aiguilles est formé de
quatre roues dentées situées aux sommets du carré ainsi que de
quatre pivots centraux. Chaque pivot peut être l-evé ou baj-ssé
par rapport à une face.

Si un pj-vot est levé par rapport à une face, alors iI est
baissé par rapport à l'autre face et réciproquement.

Considérons/ du moins dans un premier temps, l'étude d'une
seule face. L'autre face 1a face cachée sera momentanément
oubllée, sauf mention explicite.

PROBLEME :

Lorsqu'on tourne les roues et modifie Ia position des pi-vots,
les aiguilles des divers cadrans i-ndiquent des heures
quelconques. Le but est de les remettre toutes simultanément
dans la position initiale, c'est-à-dire sur minuit.

TERMINOLOGIE : (afin de ne pas perdre Ie nord)

cadra
NW

ivot NE
N signifie nord
E est
S sud
W ouest

pivot SE

ue SE

DEFINITIONS :

Un mouvement m est réalisé par la rotation d'une roue après
positionnement des pivots.

Un mouvenent élémentaire est un mouvement durant lequel une
seule roue tourne.

Une formule est la composition successive de plusieurs
mouvements.



Notre problème peut être reformulé comme suit :
Etant donné un état quelconque de la Rubik,s clock (1es
aiguilles indiquent des heures quelcongues), trouver une
formule qui permette de positionner toutes les aiguilles
simultanément sur minuit.

DESCRIPTION DES DTFFERENTS MOUVEMENTS POSSIBLES :

On remarquera tout d'abord que lraiguille du cadran NW, par
exemple, est fixée à ra roue NW. Donc si la roue Nhl tourne de h
heures, 1'aiguille NW tournera aussi forcément de h heures. on
peut faire les mêmes constations pour 1es aiguilles NE, sE et
SW qui sont respectivement fixées aux roues NE, SE et SW.

Une conséquence directe de cette propriété est que si les
aiguilles Nlrl, NE, SE et SW d,une face marquent rninuit, alors
res aiguilles NW, NE, sE et sw de }'autre face indiquent aussi
minuit. Plus généralement, si les aiguilles NW, NE, SE et St{
d'une face marquent l'heure ), al_ors les aiguilles NW, NE, SE
et SW de l'autre face marquent l,heure 12 -). (pour peu guron
i-dentifie 0 h avec 12 h !)

On peut donc,
faire qué les
ré91és sur 1

A chaque roue
associé à Ia
}e pivot est

maintenant déjà, conclure quril est impossibfe de
cadrans des deux faces soient simultanément

h.

correspond un et un seul_ pivot. Si le pivot
roue qu'on tourne est levé, toutes les roues dont
levé tournent en même temps.

On peut ainsi caractériser les mouvements élémentaires et les
classer en deux catégories :

1) Le pivot associé à l-a roue qu'on tourne est 1evé, tous les
autres sont balssés.

2) Le pivot associé à 1a roue qu'on tourne est bai-ssé, tous les
autres sont levés.

Lorsque dans un mouvement, prusieurs roues tournent (leurs
pivots sont dans ra même position), ell-es tournent .toutes dans
1e même sens et à la mêne vitesse.
Lors d'un mouvement, Ies aiguilles des neuf cadrans se
partagent en deux ensembles :

ensemble des aiguilles fixes par ce mouvement,
ensembl-e des aiguilles mobiles par ce mouvement.

REMÀRQUE ESSENTIELLE i

Lors d'un mouvement, toutes les aiguilles mobifes avancent du
même nombre d'heure(s) .



On peut maintenant définir une notation cohérente pour décrire
un mouvement.
Un mouvement sera entlèrement caractérisé par :

1a position du pivot associé à Ia roue qu'on tourne
la position des quatre pivots
le nombre d'heure(s) dont on avance.

on regroupera ces informations dans une parenthèse.

1b
m : ( 1, , 1) par exemple décrira le mouvement suivant :

bb

On tourne la roue NW d'une heure, Ie pivot NW étant levé et les
autres baissés.

légende:1:Ievé
b : baissé positions possibles pour les pivots

Pour chaque mouvement, on pourra aussi construire une matrice
qui résune 1e nombre d'heure(s) dont chaque aiguille avance.

Par exemple :

1b 3 3 0
m : ( I, , 3) l-------------) 3 3 O

bb 0 0 0

Ce tableau siqnifie donc que ]es aiguilles N, hJ, NW, C avancent
de trois heures, les autres étant fixes.

Lorsqu'on compose des mouvements, l-es effets s'additionnent. Si
une ai-guil1e avance de 5 heures par le prernier mouvement et
recule de 2 heures par le second (avance de -2 heures), au
total, elle aura avancé de 5 + (-2):5 2 - 3 heures.

on peut donc additionner les tableaux composantes par
composantes.

Exemple :

/ L b , I1o
t-m1 (1, ,I) L---) I 1 0' bb o00

011
o11
o00

obtiend

1
1
o

t et m2, on

11 12
a1 1aL1 LZ

00 00

bl
m2 = (r,, , ,,' bb

Si on effectue m

110 0
110 + 0
000 0

ra pour effet :
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On remarquera que l'ordre dans lequel on effectue ces deux
mouvements n'influence pas le résultat. On notera la
composition des mouvements par un + pour insister sur 1'aspect
commutatj-f de cette opération.
on a donc, et ceci quel que soient les mouvements mt et m2,
m1 + m2 : fr2 + m1.

ENUMERÀTION DES MOUVEMENTS (pour lesquels on avance de I heure)

1 ) B mouvements é]émentaires :

ensemble des aiguilles
mobiles en fonction des
mouvements -

, L b . l l or (r,
bb oo0

, b 1 011
z (t, ,r)1_---1 011 (N,E,NE,c)tbb'tooo

, bb , 000
t (t, , l) t----| o 1 1 (E, s, sE, c)t br orr

, bb
n (r' I b

,1) F--+

, bl \ L 0o
5 (b, , r) t----------+ o o o (Nw)t I r ooo

. I b . 001
u (o,- t)F-tooo (NE)t r-r ooo

/ lt \ 000
t (b, , t) t__) 0 o 0 (sE)\ l-b t oor

oo0
1 1 0 (S, W, SW, C)
110

000
0 o 0 (sw)
100

/ r 1

s (b, ,\ bl t L-----r
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n (r,r 

1

Z ) 22 autres mouvements :

,r) 20(n,bb,r)
bb

/ bb \(b, ' L)
' lb

, bb
22 (n, , i)

bf

/ bl
23 (n, . . r)

DI)

/ lb
24 (n, 

; ; 
, i)

, bb
25 (b,

II

10
l1

b1
27(r,

(n,, ,-)

(u,

,ù11

ù

/ L 1
(r,
' rb

L2 (',

13 é,

1b
1l
q1
11

. r b
15 (r,

' bl

lb
16 (t,

' lb

/ b1
17 (I,

' br

II(t, , r)
bb

,r)L4

,l)(n,

(n,

,ù

,ù

,Ù

,r)

,r)

26
b1

l_b

/ b r
27 (b,' bl

,r)

lô

. bI
(r,

tb

. bb
(r. ,

11

10/, <t

29

1b

lb

1b

b1

11

bb

,r)

, r-)

,ù,r)19 30
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Pour un mouvement éIémentaire, I'ensemble des aiguilles mobiles
sera dit ensemble éférnentaire des aiguilles mobiles associé à
ce mouvement.

Pour un mouvement quelconque, I'ensemble des aiguilles mobiles
est réunion d'ensembles élémentaires d'aiguilles mobiles.

PIus précisérnent, lorsqu'on effectue un mouvement m, plusieurs
roues peuvent tourner. A chaque roue qui- tourne correspond un
ensemble éIémentaire. L'ensemble des aiguilles mobiles associé
à m en est la réunion.

Donc, pour qu'une aiguille bouge lorsqu'on effectue un
mouvement, il faut et il suffit qu'elle appartienne à
lrensembte él-émentaire des aiguilles mobiles associé à une des
roues qui tournent.

on notera, dès maintenant, M(m), 1'ensemble des aiguilles
mobiles associé au mouvement m.

EXEMPLE :

1b
b1

r(r, ,1) u ru(r, ,1):: 
"(t,

1b
bb

,1)
bb

b1

(N, W, NW, C, E, S, SE)

CAS D'UNE FORMULE SIMPLE À TROTS MOLIVEMENTS :

Supposons qu'on ait trois mouvements m1, m2 et m3 satisfaisant:

M(n3):M(ml) uM(n2)

c'est-à-dire 1'ensemble des aiguilles mobiles associé à *: est
la réunion des ensembles M (nr) et M (mZ).

Supposons encore que les aiguilles mobiles

par

par

m1 tournent de a heure(s)

m2 tournent de b heure(s)

par m3 tournent de

Les aiguilles qui
tourneront de a +
qui appartiennent
b+d; final-ement,
tourneront de a +

d heure(s)

appartiennent à M(M1) mais pas a M(m2)
d sous l'effet de m] + m2 + m3; Ies àiguilles
à M(m2) mais pas à M(m1) tourneront de
cel}és qui appartiennênt à M(n1) et t"t1m2 )

b + d-
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SCHEMÀ

M(m2 )

Considérons le cas particul-ier oir a:b:h et d: -h on aura alors
que 1es aiguilles qui appartiennent à M(n1) et M(n2) tourneront
de h heures, toutes les autres étant fixes-

EXEMPLES INTERESSANTS :

1 b 1

[ 1,
\ bb

1b
bb

a)

1I
bb

m1 :

m3:

(',

(',

, h)

, -h)

m2=

(N, E, NE, C)

M(mr) u M(n2)

,tt)

M(rn1) = (N, W, NW, C) M(n2)

Par construction de m3, M(m3)

M(nr M(M2 )

m3 a donc pour effet de faire avancer les aiguilles N

héures, 1es autres étant fixes.
rn1 +
etC

m2+
deh

b) par analogie, oi trouvera facilement les formules qui-
permettent de faire avancer de h heures :

l-es aiguilles E et C

Ies aiguilles S et C

les aiguilles W et C

a+b+d



bb
m2 (r, b r , ,

_ lb
c) m1 : (r, , rt)' h,b

, L b \
m3 (r, 

b t,-]')

A nouveau, par construction de m3, on a
M(n31 : M(m1) u M(mz).

on remarquera facj-lement que M(ml)O u(rnz) : (c)

Donc, sous lteffet de m1 + m2 + m3, C avance de h heures, les
autres aiguilles étant fixes.

METHODE POUR RESOUDRE LÀ RUBTK'S CLOCK

1 ) À l'aide des mouvements suivants, oD peut placer les
aiguilles NW, NE, SE, SW sur rnidi

', b l- 
'Nw, (b,lr,hr)

sw' (n,:1,h3)

on a déjà vu que si ces aiguilles sont à nidi pour une face,
elles Ie sont aussi pour l-'autre face.

2) On va utiliser l-e fait suivant :
Une formule qui ne fait intervenir que des mouvements du
type (b, , ) laisse fixe les aiguilles N, E, S, W et C.
Donc si une formule de ce type lai-sse fixe en plus les
aiguilles NE, SE, SW et NW, alors elle laisse fixe toute
1a face.
Par conséquent, une formule qui ne fait intervenir que des
mouvements du type ( l, , ) et qui l-aisse f ixe les
aiguilles NE, SE, SW et NW laisse fixe la face cachée.
Il suffit de remarquer maj-ntenant que les formules a) b)
et c) des pages 7 et 8 satisfont ces conditions.

3 ) Procédé de résolution :
(i) Par le point 1) on peut supposer que les aiguilles

NE, SE, NW, SW sont à midi.
(ii) Par les formul-es a) et b), on peut placer }'une

après I'autre Ies aiguil-l-es N, E, S, W sur mj-di, sans
modifier la face cachée.

- lb
NE t (b, , hr)

11

/ L r tSEt (O, ,hq)
Ib
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( i j-i )

( iv)

hl . ml + hZ . m2 + ....+ h:O

pour des hi entiers satisfaisant

Par l-a formule c), on peut placer l'aiguille C sur
midl sans modifier 1a face cachée.
On retourne l'horloge, et on reprend les points
(ii) et (iii). La première face, devenant la face
cachée, n'étant pas modifiée, toutes 1es aiguilles
marquent donc simultanément rninuit.

Remarque : on trouvera aisément des variantes pour résoudre
plus rapidement la première face.

QUELQUES REMÀRQUES THEORIQUES :

les cadrans de la prernière face peuvent être ré91és sur
n'importe quelle heure indépendamnent les uns des autres a les
formules décrites ci-dessus.

Iorsqu'on retourne 1'horloge, si on ne veut pas modifier la
prenière face, oD ne peut plus rnodi-fier les aiguilles NE, SE,
NW, SW. Par contre les autres peuvent à nouveau indiquer
n'importe quelle heure indépendamment les unes des autres.
- ceci nous permet de calculer 1e nombre total de
confiqurations possibles :

(r2)9 (r2) 9-4 : r29 . 125 : r2r4

1274 : I' 283' gLB' 464' 548' 864

environ 1 million 300 rnill-e mil-fiards de possibilités.

A raison d'une configuration à la seconde, il nous faudrait 40
miIle ans pour les atteindre toutes.

les formul-es de résolution sont simples par rapport à celles
qui perrnettent de résoudre le Rubik's cube. La raison est que
dans notre cas l'ordre des mouvements n,a pas drimportance, cê
qui n'est pas vrai dans l-e cas du Rubikts cube. Cette
dlfférence qui peut paraître minime est en fait essentiell-e et
diminue considérablement 1a complexité du problème.

- un mouvement m (...,...,h) peut être considéré comme 1a somme
de h mouvements identiques (...,...,1).
Si on adopte Ia notation : m+m:2.m et quron roiltn€ rnlr
fr2,...rm30 les trente mouvements des pages 4 et 5, on remarque
que toute formule peut s,écrire sous l-a forme :

'm3o
O.hi

- trouver une formule, revient donc à résoudre un système de
congruences modul_o 72.

- trouver une formule peut donc être ramené à
système d'équations sur les entiers.
Non simplifié, c€ systène possède 74 équations

résoudre un

à 44 inconnues
( 30 inconnues : les h1
14 lnconnues : 1 par-équation pour passer d'un système de

congruence à un système d,équations.
14 équations : 1 par cadran indépendant. )
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RESOLUTION GENERÀLE :

Introduction de notations :
Notons les deux faces de l'horloge par deux tabl-eaux carrés

Face visible

NWNNE
WCE
SWSSE

Face cachée

n
I/.J C e

S

où NW, N, NE... représentent l-'heure indiquée par le cadran
correspondant (Ies majuscules correspondent aux cadrans
visibles, les minuscules aux cadrans cachés).

EXEMPLE :

2
11 2 11,

1

,4 3 9
L211
011 7

Dans cet exemple, NW : 4 t N - 3, NE : 9, etc

On peut montrer que 14 mouvements bien choisis suffisent à
résoudre Ie problèrne général.

1b
1 ) (t, , hr) ou h1 -Nw+w-c+E+vr-cbb

bl
2 ) (f , , hr) ou h2 : Nw-N-v/+c

bb

, bb
3 ) (f, , hr) ou h3 : -Nw+N+W-C+w-c' br -'

_ bb \4 ) (r, , hq) ou h4 NW-w-w+c
1b

. b I
5 ) (n, , hs) ou h5 : -v/+c' I L -t
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.t1

tb
6) (n,::,nu) ouh6: !,/-s

t1
_ lt

7 ) (n, , hr) ou h7 -r^i+c-e+s' r b '/

/ 11 \
I ) (f, , he) ou hs : N-w-E+s

' bb

- L I
9 ) (f , , hn) ou h9 : NI'\7-N-W+C*SW-S+e'br-'

/ ]t \
10 ) (I, , hro) ou h1g : -NW*N-NE+W-C+E-SW+S-SE-W-et I I ^"/

. L l- \
11 ) (t, , hri ou h11 : -Nw+w-S+SE-n+wt rb

/ r b \
72 ) (I, , |lr2) ou h12 : NW-N+NE-W+C-E+n

' I I ^-

lb

13 I (n, , hr:) oir h13 : n-c+s
' by -"/

- L I
14 I (n, t hr) ou h14 = -n+w+e-s\ b b -'/

avec 1es conqruences prises modulo 12

Dans I'exemple de la on a

hl :3, h2 :4, h3 :-5, h4 =6, h5 =3, h6 :-2, h7 -5

hB :2, h9 :2, htO :6, hff 2t btZ:2, ht-: :7, hta --5

(on choisit hi € L-s,o] pour simplifier au maximum les
opérations efÊectuées pour résoudre le problème)
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SUGGBSTIONS :

- on remarque qu'il existe une formule générale ne faisant
intervenir que 14 mouvements. ,

Peut-on l'améli-orer? (Certainement j l'tais un simple ca1cul
combinatoire montre qu'il faut au moins 7 mouvements pour une
formule générale). Cela mène droit à la notion de diamètre d'un
graphe fini.

- Par le procédé généra} donné ci-dessus combien, êl moyenne,
utilise-t-on de mouvements (si h1 -0 1e mouvement correspondant
n'est pas utitisé), pour remettrê toutes l-es aiguilles des
cadrans sur minuit ?

D.-O. Jaouet

mars 1991


