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v(�) = 6 − (2 · 2) = 2� ��� v(�) = 8 − 0 = 8�

��� ��	���� ���� ��� ������� ��	�� �� �	� �� "� �� ����� �� � �	��

��� ��� ��	��� 	
 ��� ��������� ��	����� ��� ������� ���	������� v(�) :=
−1− (2 · 3) = −7� v(�) := −2− (2 · 3) = −8� ��� v(�) := 2− (2 · 2) = −2� 5����

����� ��� �	 �	�� �	������ ��	���� ��� ��	������ ������� ���� �� ��� 
	��� �

��� �	���� ��� �� ������� ��� 
		���� ������� ��� ��� 	
 �	��� �� {�, �}� ���
��� ��� 	
 �	��	����� �� {�, �, �}�

)��� �� ���� 5���	���?� ��	����� �	 ������ ������� �	��	��� �� *��

���� ��� �������� �� ����� ��������� 	� ��� ��������� ��� 	
 ���� ����� ��	�

������� )� ���� ��� �+��������� 	� ����� ���� ���� 	
 �	��� �� A������

������ ��� �������� ��� A����� ��� ������ �	��	�� ���� ��	����� ����������

��	����������� ��� ������� �	���� ��� 	���	��������� �����������  �������

������� �� �	�	��	��� �	�� �	 � ��	����� �����������	�!� ,���� 
���� ��	��

����� �	��	�� ��� ���������� �� ���� #��

�+�� ����	� # ��� ��	� ��� ���� ���� ��� ���'����� 	� ��� ����� ���	����� �	��� ��� 
�
����� �	 ��� �	��� ���'����� 	� �	��� ��� �
������� ��	� ��� �	��� ���'����� 	� �	�	�����

�+��� ��� ����� ���� �� �	��� ������� ���� 7	�� ���� �� ��� ������ ����������	�� �����
� � ��������	� 
������ ����� ��� ������� �	���� ��� �	���� 	� ����� ��� ������ 
� �
���5��� " ��
	�� �� ��� 8����� ����������	�� ����� � �	 ��������	� 
������ 9�9 ��� 9A9�
��� 9�9 ���	�� ��� �	�
���� ����� � ������� � � ��	���� �� ��� ����

�7	�� ���� ��� ���������� ���	���� ���� ��� ���	���	�� ��� ����� ���� �	 ������� �	
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���� & ��	�� ��� �����*����	� 	
 �	��� ��� �	��	����� ���
	���� �� ���

�������� �	� ��� ����� 	� � ����	� ���� ���	 � ����� 	� ����� ������ � ����� ��������,
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��	����� 	� ���� �	����� �	� ������ ��� �������� ��� ������ ��� �		� ��	���

�	� ���
���� "� ��� ������ �	����� ��� �	�� 
������� ��	���� ����� 	�� �	 ��

@K@� �	 ���� �� �� ��������*�� �� � �	�� �� ��� *��� ����� 4	����� ���� �	��

�	� �0��� ��� �����*����	� 	
 ��� ��������� ��	������ � 	
 ����� ��� �	������

������ "� �������� � �	��	����� ��� �	��� ��� �	������ ������*��� ���� ���

�+�����	� 	
 ��� ���� ����	 �� � �	��� 		� �	 ��� �	���+�� ����� �� 	�����

�	�*��� ����� ���� ������ �	 ��� �������	� ��������� ���� ����	���� ���� ����	

����� ������� �	�� ��� � �	�� ���� � �	��	����� �� 
		�� � �	��	���� ��

#D 	�� 	
 #J 	���������� �� �	�������� �	����	�. �������� �� �� 
		��� �� �

�	��	���� �� ## 	�� 	
 #7 	���������� �� �	��*�� �	����	�  ���� �	��	���� ��

������������ �!� O	���� ��	 ���� ��� ����� ����� �� ���� & ��� �������� ��

���������� 	���� 	
 ���������� ��� �	�� �	������ ����	� ��� 	� �	� 	
 ���

������ �	���� ��� ��� ��� �	������ ����	� ��� 	� �	� 	
 ��� ����������

�	���.	 ����� ��� ��������*����	� 	
 � �� ������� ��� ��	 �� ������ �� �

��	��� 	
 ��
������ - �� ��	�� ���� ��� �	�� �	������ �	��	����� ������
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	� A����� ��� ����� ��� ���� �� ���� ���

�����������	�� 
	� �	��� ���� ���� ������� �� ��� *�� "� ���������� ��
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 ��� �	��� ��������*�� �� �	��	����� �� ���� ������  &:@((!� 4	������

�� ������� ���� ��� ������� ����	� 
	� ��� �		����� 	
 ��� ������ ��� �� ���

��������� ����	� ���� �	 ��������� ������ ���� ����� �� �	 �	������	� ����

�������  
	� �+����! ��� �	�� @P@ ��� ��� �	�� @"P@. ������� ��� 
��� ����

���� ��� ����������� ��� ���� �	��� ���� ��� ������� �� ��� ������ �� ��	

�������� ��������� ��� ���� ���� �	 � ������������	�� ������ �� ����� �����

��� ���� �	��� ���� � ���� 	��� 
��������� )��� �� ���	�� ��� ������ ���


�	� ��� �	���� �� ��� ���� ��0����� ������� ������ ����� ��� ���� ������� "�

���������� ��� 	�� ���������� ���� ������ �	 � ��	����� �����*����	� �� ����

@ô@ �� ��������*�� �� � �	��� 5������ �	 @K@ �� ������� @ô@ �� 	�� 	
 ��� �	��


������� �	��	����� �� ���� �	����. @�@ ��� @�@ ��� �	�� 
�������� ��� 	��� ���

��	 *��� �	���  @2@ ��� @I@! ���� ���� ������*��� ��� ����� �		���������� ��+�

�	 	���� ��	����� ���� ���� ����������� ��� ��	���� ���� ��� ������� ��	�� ��

@ô@�

2� ��� ��	�� ����� ������ ������� ���� 5���	���?� ��	����� ��� ��	 ����

����������� �	�� 	
 ����� ��� ������ �	 ��� 	���� 
�������� 	
 ��	������ 2�

	+�� � ����� 	�� ������������	� 	� ��� ���	����� �� �� ��	� !���	���6; �� ���� ���	

��� ��	���� ����� ��� $ �����	��� 	 ���� �� ��� ��	 �������� ����� ���������� � �	�	�����
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���� ������� 	
 ��� ����8����� ��������� 	
 ����� �	���+��  ��	��� �� ������ ����

�������� �	 �	�� �+���� ���� ��� ����������� ����	�!� 2� ��� 	���� �����

��� ��	����� ��0��� 
�	� ��� 
��� ���� ��� *��� ������	�� ��� ����� 	� �	 	�

���� �	�� ��
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 ���� �	�� ���	 � ��������

��� �� ���������� ��	���� ����� �	 ������ � �������	� ����� �	�� M��� ���
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 ��� �������

��� ����	��� ���	��
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5������ ��������� �� � �������� ������ ��������	� 	
 �����	�� ���������

	
 �����+ ������ �	 ��� ��������� �������� ���� ��� ���� �	 �������� �������

"� ���� �����	�� �� ��	� �	� �� ������ �	 ��� ��	�		���� ���� 	
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�	��� ��� �	��	������ )� *��� ������ ��� ������ 	
 ����� ���	��� ��� ����

������� ��� �����*� ����� 	
 ����� �������	����� ���� ��� �������� ��� �	��� 	
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����� �� ���	 ������ ��	������-����� ��� <����������= ������� �� ���� ����

������� 	�� 	
 ��� ��������� 	
 ����� �������� ����� �������� ���������� �� �

����� ����� �� ���	�� ���� ��	�� )��� ���� �� ��� 	
 ������	���� �� ��	�

�	� ���� ����	� ��� �� ���� �	 �������
�� ��
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�� ��� ����� �	��	�� �� ��������� ��	���
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��� ���� �
�	� �� � �������� ����� ��� �� �� ��*��� �� � ��� V 	
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���� ��
�����!� ��� � ��� E 	
 ����� ���� ��� ���� �	 ���� 	� ������� ����� 	


�	���  ��� ���� ,���� #66(� '���� #66F!� "� ��� ������ ���� �� �	������� ���

����� �	 �	� ���� �� �������� �������	�. ���� ����� ;	�� �	���� ��� �	 �� ���

���� ��� ������ ��� ����
������ 4	������ ��� ����� 	
 	�� ������ ��� ���������

����� ����� ���� ����� ����� ��� ���	������ ���� � ��� ������. ���� � ������

���� �� �	����������� "���������� ��� ������ 	
 �� ���� �����*�� ��� ��������

	
 ��� �	������	� ������� ��	 �	���. � ���	 ������ �	�����	��� �	 ��� �	�����

������� 	
 �	������	�� ������ # ����� �� �+���� 	
 ���� � ������ "� ��� n = 5
�	��� V = {�, �, �, �, �} ���� �������� �������


�
7	���� ����� 	� ��� 5����� �	�� ���� ��� ��	���� �	������� ��� �� ������ ���� ��	�
���� ���� � ������ 	� �	 �	������	�, ��� �	������	� ����������� ���	�� ��� ������������	�
	� ������ � ������ 	� 
���������
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 �	�� i� )� �� ���	� ��� <�	���	����	��= ��*���

��	��� ��� �	 �� ��� ��*�� ��� ������ 	
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	�� �+����� ��� ������� 	
 �� �� �� �� ��� � ��� d1 = .09+ .07+ .05+ .01 = .22�
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�	����� ��	��� 	
 �	����������� "���������� �� ��� ������� �������� � �������	�

�� ������� � ��� 	� ��� ���� �� ���� � ��� ���� � 	
 ��� �	��� �� S ��� 	�

	�� ���� 	
 ��� ���� ��� � 	
 ��� �	��� �� T ��� 	� ��� 	���� ����� R����� ��

���� ���� �� �� ���� ���� 	�� �	� ���� �� �	 *�� � ��� ���� ���� ���	��� ��

��� � ������ 	
 ����� �� �	������ ��� ��� ����� ���� �� �	�� ��� ��	�� ����

�� ��� � ������ �� �	������ �	����� ���� ����� ��*���� ��� ���� S ��� T

�� � ��� ���� ��������� ��� �������� ���� ���� ��� ��� 	
 ��� ������� 	
 �����

�	�������� �	��� ������� ��� ��	 ��	����

cut(S, T ) :=
∑
i∈S

∑
j∈T

aij  (!

�	� ��� ����� ����������� 	� *���� #� ���� �������	� ���� �	 ��� �������	� S =

#E



S T cut(S, T ) φ(S, T )
{�, �, �, �} {�} �:J �7&
{�, �, �, �} {�} �#( �D
{�, �, �, �} {�} �#& �7F
{�, �, �, �} {�} �#& �D&
{�, �, �, �} {�} �#( �D6
{�, �, �} {�, �} ��� ���

{�, �, �} {�, �} �#J �DJ
{�, �, �} {�, �} �& �D#
{�, �, �} {�, �} �&# �7
{�, �, �} {�, �} �#6 �E(
{�, �, �} {�, �} �&# �E(
{�, �, �} {�, �} �&E �D
{�, �, �} {�, �} �#J �EE
{�, �, �} {�, �} �#D �(J
{�, �} {�, �, �} �## �&E

���� (� '�� ��� �	��������� 
	� ���� �������	� 	
 ��� ����� �	���� �� ������ #�

{�, �, �}, T = {�, �}� ��	�� ��� �� ������ ��� ���� �	 .01+ .02+ .03+ .01 = .07
 ��� ���� (!�

O	�� �� ��� ������ ���� ����� ���� �������	� 
	� <���� ���= ����� ����������

������� �	� �+����� �� ����� �� ��� ���� �� � ����� ���� #:: �	��� ���� 	��

�	�� i ��� �	������� �	 	�� 	�� 	���� �	�� �� ��� ������ ��� ���� ��� <����=

��� ����� ������� �	�� i 	0 
�	� ��� ���� 	
 ��� ������ ���� �� ������ ��

���� �	�� ���������� �� *����� � �	�� ������� ������	� 	
 ��� �	��� ���	 ��	

��	���� �	� ���� ����	�� �� �� ���
� �	 ��*�� ��� �������	� 
	� <���� ���= �� ������

��� �	�������� ���� S ��� T ��	�� �� ������� �� ����� 	
 ��� �	�� ������� 	


����� �	���� ��	�� ������ ���� 	
 �	��� ����� ��� �+��������� ��������� ��	�

��� 	� ��� ����������� ������� φ(S, T ) ��	�	��� �� S����� �� ��!  &:::!  ���

�������+ ' 
	� �	�� ������ 	� ����!� "� 	�� �+����� ���� ������� �������	�

���� �	 ��� ���� �������	� S = {�, �, �}, T = {�, �}� ���� ������ �	���������

φ(S, T ) = .07/ min(.63, .39) = .18  ��� ���� (!�

�� ���� �	���� ���� �� ���� �� � ����	� 
	� ��������� ��� ������� <������=

	
 ��� ��	�	��� �������	���� 	
 � ������ ��� �	 ����	� 
	� ������ *����� ���

���� 	��� "������ ��� ������ 	
 �������	�� �	 ������� ��	�� �+�	�������

�� ��� ������ n 	
 �	��� �� ��� ����� ���� ������ 5	���	�� �	 ��	���� 	


���� �	�� ���� ���	�� �+�������� ������ ��� ������� ����������� 
	� 	���	��

����	��-���� ���� �		 	��-��� ���� �� ���� �	������� ��� ������� ����	���

�	 ����� �������	����� ��� ������� ���	��� �� � 
��������� ����� �� �����

#D



������ &� 5��	�� ���������	� 	
 ��� ����� ����������� �� ������ #�

������ ��	�� ������ ��� ���	�� ��� ��	�� 	
 ���� �����. �� ��� �	���+� 	
 �����

�������	����� �� ������� ������ �� �	 ��������� ��� ��
	�����	� �	������� ��

�� (n × n) ��;������ �����+ ���	 � ����� ����	� 	
 n ��� �������� ���� ���

������ ����������
  	� "�����
 �����
! 	
 ��� ������ ��� ���� ��	����� 	
 ����

����	� �� �	 ������ � ����� ������ �	 ���� �	�� �� ��� ������ �� ���� � ��� ����

�	��� ���� � ���	�� �	������	� ������� ����� ���� �� ���� ���� ������ ��	������

�� �� �������� ������ �������. �� �0���� ���� �	�� �� �	 ��������� ��	����

��������� 	� � ����� �������	�� �� ��	�� 	� ������ &���

���� ��	���� 	���	��� ���	��� � 	�� 	
 ��
	�����	�� ��� �� �� ���������� �	

���� ��� ���� �	����� ����	�����	� 	
 ��� 	���� ������� 	
 ��������� ��*��� ��

��� ����� 	
 ��� �����-����� ��� �	�������� ���� ���� �	�� ���� �� �����������

�� � ����� ��� ������� ����� ���	��� ��� ������� ���������	� �� ������ & ��

	�� �� ����	+����� ������������	� 	
 ��� ����� �� ������ #� �� ��������� ���

��������� ������� �	��� � ��� � 	� ��� 	�� ����� ��� � ��� � 	� ��� 	����

����� �� �� �� ��� �	�� ������ �������	� 	
 �  ��	��� �� �� ����� �	��� �	 ���

*��� ����!� ��� �� �	�� �� �� � ����� ������������ ���� ������ �� �����������


	� � ����� ����� �	 		� �� ��� ����� ��� ���� ������	�� ��	�� ���� ��	��

�� �	�� �	 �����

5������ ��������� ����� 	� ����� ������ �	 ����	� ��������� ��� ����� 	


�������	�� �	 �� ��������� 5���� ��� ���	�� ���������	� 	
 � ����� ����������

��� ������ �	����� ��	��� 	
 ��� ������?� �	����������� �� ��	����� � ����	����

����� 
	� *������ 	�� ��������� �������	��1����	�� ������ ��������� �����

�	���������� ����� � �������� ���� �� �	��	�� ��	���� �� �	 ������� 	��

��	�� �������	�� ���� ����� 
�	� ��	����� �	��� ���	����� �	 ����� �	����	�

	� ��� ���	�� ���������	�� "� 	�� �+����� ���� ��	���� �	 E �������	��  ���

������ &!�  �! S = {�}, T = {�, �, �, �}�  ��! S = {�, �}, T = {�, �, �}� ���!
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+�� '����	� 	� ��� ������ ������	� 	� �	��� ��� �	�	����� 	� ���� �	�������
��� ������� ��������	� 	� ������ ��� ��	� ��� 	����� � 	�� 	� ������� ������� �
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��� ��� �	� �	� ������ �	 �� ���� �	 ���� 
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��� �	���������	 ����� ��� �	��� ��� �	�	���� � ��	
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	���� ������� �� ��� �	�� 	� ���������� ������	�� ����	��
��
������� �	������ �	� ��� �� 	� ������ ��� ������� ����������� �	 
� ������
��������� ��� �����
�� ���������� ��� ��������� �� ��� 
� ���� �� ()/ ��
�	������	� ������ 
� C� !����������

������� ��	���� �	 ����� �	� � ������ ��������� ��	� 	
������ ���	��� ��'��� �	 �����
��� ������ �	 �	���� .�		�5��� ".�		�5��� ()<<& �� (<$ ��	�	� ���� ��	���� ���
������� ���	 ����� ��� 
������� "��		���& ��	����� ��� ������� ��	���� ��� �������
���	 �	�	���� ��� �	���� +��
��B�	� �	� ������� "+��
��B�	� ()%)&� �� )#� �	�����
	� ��	������ 	� ��	���� ������ ���� 	� ��� ��	���� �������� "� ������� ������ � ��
�� �������� ����������� �� 	 �	���&, ���� ��	������ ������ ���	 �	������ �	�	������� ���
��		��� ��	�������
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 �� ����� ���� �� ����� 	
 <������= �	���!. ��� ������� 	
 �	��� ��� ��������

��� �	� ������ ������ 
�	� � ��	����� �	��� 	
 ����� � �	��	� ������� ��

���� ��� 
�	�� �	��� 	
 � ������� 
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 ��� �	��� ���	 ����	����

��� ����	��� �����	��� ���� ��� ���� �� ����� 
�	� � ������� ���� �	��

����	��% "� ��� ��+� ��	 ��������	��� �� �+�	�� ��� �0���������� 	
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 ������� �� ����

����� ��� ��	 ������ �	���� i ��� e� ��� � �	�� ����	�� ������ 	� ��������

��� 
�	������� ��� ���� �	��� ��� u� o ��� a� ���� ��� 
�	�� �	��� ��� $� %

��� y� �	� ���� �+��������� �� ���� �+������� 
�	� ���� �	�� ��� ������������

�	�������� 	
 ;��� ��� �	���. ���� ����� �� ���� #D�E#& �������� �	�� ���������

�� ��� �+��	�� ��� #:#�6#( �	�� ���� 	�����������

��� ����	��� ��������
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 ������� �	� 2�� ��� 	
 	��������� ���� �������	� �	�� �� �	 ����

� ��&& ��������� ��	�����  ��� ���� ,����� #6J#!� ��� �����*���� 	
 ����

��	������ ��� �� ����� ������ �	 ������������ ��� ���������� �� ��	���������

������ ����� �� �� ���� ���� ������ �	��� �	�� <��	��= �	 �	�� ��	���  ����

��� 
�	�� �	���! ���� ����	+������ ��� ���� ��	�������� ���� ��� �	���
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��� �	���� 0	������ ���
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�������	����, ����������� ��� ������� �������	� � ��� ����������� "�� �������� 1& �	������
���� ���� �������	����� ��� �	� ��� ������� ������� 
� ��� ������� ��	*����	��
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� �� ����� �� 433 ����� �� �����
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�@ �@ �@ �@ �@ �@

� 4 0 0 0 2 1
� 1 0 0 0 4 2
� 3 0 2 0 0 1
� 0 2 3 2 1 0
� 0 2 1 1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

 7!

2�� �	� �� �	 ��� F �	 ���� ��� ��;������ �����+ A 	
 � �������� ����������

��!	 ���� m � �� �	� �'��� �	 n + 1� ��� ���
�� 	� ��	���� ��� ��� �	�� 
	������
��
	��

��.� �	������	�� �� �� ��� ������	�� ��
	� � �	 ��������� ��������� �	 "�	�����&
�	����� ��	� ��������� �	 ��	�����

EF



������ �		���� ,����� 9 ]����	�  &::D!� �� �	 �	 �� ����� 	
 � ��	 ����

����	�� ������ �� �	������� � ������ �����+ W ���� n �	�� ��� n �	����� ����

���� ��� ���� �� ��� ����������	� 	
 ��� i��� �	� ��� ��� j��� �	��� ����������

��� 	
�������� 
	� ��	���� j �	 	���� �� ��� ���� �	���+� �� ��	���� i  ���� �� �

�	���+� ����� ��	���� i ��� ��	 	����!� ����� �� ���� � ����� 	������	� �	

W �� 	���� �	 ���� ����� ��	��������� ���	 � ������� 	
 ����������	�� ���������

������� ��	������ ���� �0������� ������� ��� ������� ��;������ �����+ A�

)� �	������ *��� ��� �	��������	� 	
 ��� �����+ W 	� ��� ����� 	
 F � �� ��

���� ����� ��� ���� fjk 
	��� �� ��� ����������	� 	
 ��� j��� �	� ��� ��� k���

�	��� 	
 F ���������� ��� ������ 	
 	���������� 	
 ��	���� j �� �	���+� k ��

��� ������� �	����� >�� �� 
	��� 	� � ����� �	� 	
 F � ��� ��� j��� �	�� ���

��� 	
 � ����� 
	��� �� ���� �	� �	�������� ��� ����
������� 	
 ��	���� j� ���

��� fj• 	
 ����� ����� ����� ��� �	�� ������ 	
 	���������� 	
 j ������������

	
 ��� �	���+�� ,� �������� ��� k��� ���� �� ���� �	� �� ��� �	�� 
��������

fj•� �� 	����� ��� �
�������� 	
�������� �� 
�	� ��	���� j �	 �	���+� k�

pr(j → k) :=
fjk

fj•
 F!

�	� �+����� �	������ ��� ��	���� � �� ��� �����+ F ����� ��  7! ��	���

"� �	�����	��� �	 �	� j = 1� "�� �	�� 
�������� �� ��� �	���� �� ���� �	 ���

��� 	
 ���� �	�� f1• = 4 + 2 + 1 = 7� ��� �	��� ���� �	�����	��� �	 ���

�	��������� �	���+� �� �� k = 1� ��� ��� 
�������� 	
 ��	���� � �� ���� �	���+�

�� f11 = 4� ����� ��� ��������	� ��	������� 
�	� ��	���� � �	 �	���+� �� ��

pr(� → ��) = f11/f1• = 4/7� 5������� �� *�� ��� 	���� ����� 	� ���� �	�

�	 �� pr(� → ��) = pr(� → ��) = pr(� → ��) = 0� pr(� → ��) = 2/7� ���

pr(� → ��) = 1/7�
�	� ��� �	� j 	
 F � �� ��� �� ����*�� ���� ��� ��� 	
 ��� ��������	� ��	�����

����� 
�	� ��	���� j �	 ���� �	����� �	���+� k �� ���� �	 #� ����� �������� �

�	� �� ��� ��� ���� ��	���� �	 ��
���&��� ��� ,� ������� ���� �	��������	�

��	������ �	 � ��� �	�� 	
 F � �� ��� ��*�� � ��� (n × m) �����+ H � �����

��� �� �� ��� ����������	� 	
 ��� j��� �	� ��� ��� k��� �	��� �� ��*��� ��

���� � ���	����� �	 �	���� ����� �� ��� ������	��� ��� ���� H�������	�M � ��� ��� �	
����� �	 ��� �����	� 	� ��	���� �� ��� ����� ������ 
�� �	 � ��	�� ���� � �	� ��������
	
����� �� ��� ����� ��� �	��� 	� ��� ������	� 	� � �	����� ����� � ��	���� "	� ��� 	����
��� �	���&�

EJ



hjk := pr(j → k)�

H =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

�@ �@ �@ �@ �@ �@

� 4/7 0 0 0 2/7 1/7
� 1/7 0 0 0 4/7 2/7
� 3/6 0 2/6 0 0 1/6
� 0 2/8 3/8 2/8 1/8 0
� 0 2/4 1/4 1/4 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

 J!

��� ���� ���� ��	������ ��� �� ������ �	 ��� ������ 	
 F � ���	��� ����

�� � ��� ���� �	������	� �� ��	�		��� ��� k��� �	��� 	
 F ��� �� ������ ��

��� ����������	� 	
 �	���+� k� ��� ��� f•k 	
 ��� ����� 
	��� �� ���� �	���

�� ��� �	�� ������ 	
 	���������� 	
 ���� �	���+�� ���� �� ��� ��*�� ���

��������	� ��	������� 
�	� �	���+� k �	 ��	���� j ���

pr(k → j) :=
fjk

f•k
 6!

,� �	�������� � ��� �	���� 	
 F �� ���� 
����	�� �� ��� �	������� ��	����

(n × m) �����+ V � ����� ��� �� �� ��� ����������	� 	
 ��� j��� �	� ��� ���

k��� �	��� �� ��*��� �� vjk := pr(k → j)�

V =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

�@ �@ �@ �@ �@ �@

� 4/8 0 0 0 2/7 1/4
� 1/8 0 0 0 4/7 2/4
� 3/8 0 2/6 0 0 1/4
� 0 2/4 3/6 2/3 1/7 0
� 0 2/4 1/6 1/3 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

 #:!

��� ���� �	��������� �������� H ��� V ����� �� �	 ������� ��� ��	���

����� 
	� � ����� ��	���� j �	 	���� �� ��� ���� �	���+� �� ��	���� ��	���� i�

>�� �� �	������ *��� ��� ���� 	
 � ����� �	���+� k� ��� �� hik �� ��� ���������

��	� 	
 ��� i��� �	� ��� ��� k��� �	��� 	
 H ����� ��� ��������	� ��	�������

pr(i → k) 
�	� ��	���� i �	 ���� �	���+�. ��� �� vjk �� ��� ����������	� 	
 ���

j��� �	� ��� ��� k��� �	��� 	
 V ����� ��� ��������	� ��	������� pr(k → j)

�	� ���� �	���+� �	 ��	���� j� ��� ��	���� 	
 ����� ��	 ����� ��� �� ���

��������� �� ��� ��	������� 	
 ������� �	���+� k ��	�� ��� �	���+�� �� �����

��	���� i 	������ ���� ������� ��	���� j ��	�� ��� ��	����� ����� 	����

E6



�� �	���+� k. �� �� ���� ��	���� ��� ��������	� ��	������� 
�	� ��	���� i �	

��	���� j ��� ������� k�

pr(i → k → j) := pr(i → k) pr(k → j) = hikvjk  ##!

�	� �+����� �	������ ��	����� �  i = 1! ��� �  j = 2!� ��� �	���+� ��

 k = 5!� ��� ��������	� ��	������� 
�	� ��	����� � �	 � ��� �	���+� �� ��

pr(� → �� → �) := pr(� → ��) pr(�� → �) = h15v25 = 2/7 · 4/7 = 8/49� ���

��������	� ��	������� ������� ��� ���� ��	����� ��� �	���+� ��  k = 6! ��

pr(� → �� → �) := h16v26 = 1/7 · 2/4 = 1/14�
���� �	��	� ��� �� �+������ �	 ��� ��� �	���+�� �� ����� ��	����� i ��� j

	����� ����� ��� ��������	� ��	������� 
�	� ��	���� i �	 ��	���� j ��� ���

�	���+�� �� ����� ��*��� �� ��� ��� 	
 ��� ��������	� ��	��������� 
�	� i �	 j

��� ���� �	����� �	���+� k�

pr(i → j) :=
∑

k

pr(i → k → j) =
∑

k

hikvjk  #&!

"� 	�� �+����� ��� ��������	� ��	������� 
�	� ��	����� � �	 � ��� � �	���+��

�� pr(� → �) :=
∑

k h1kv2k = 1/14 + 0 + 0 + 0 + 8/49 + 1/14 = 15/49 = .31�
)� ��� �������� ���� ��� (n × n) ������ �����+ W �� ��������� ���

��������	� ��	������� 
	� ���� ���� 	
 ��	����� i ��� j� ��� ��	���� ��� �����

�� ��� �� �� ��� ����������	� 	
 ��� i��� �	� ��� ��� j��� �	��� 	
 W � wij :=
pr(i → j)� "� 	�� ����� ��� �������� �����+ ���

W =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

� � � � �

� .4 .31 .25 .04 0
� .31 .49 .13 .08 0
� .29 .15 .34 .17 .06
� .04 .07 .13 .5 .27
� 0 0 .08 .54 .38

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

 #(!

��� ��	������� pr(i → j) �� ��+��� ���� i ��� j ���� ��� ���� ����������	�

 �� ��� ����������� �����!�� ��� ������ ���� i ��� j ����� 	���� �� ���

���� �	���+�� ���� ���� ����� ����������	�� ��� �	����������� "� ����� 	
 ����

�	������	� ���� ����������	�� ���������� �	������ pr(i → j) �� �	� ������� ��

�� ����� ������� 	
 ��� ���	
�� �� �� �� �	� ���������� pr(i → j) �= pr(j → i)

��	�� �	 
� ������� ���� ����� �����
���	� ��� ������� �����������

D:



�� �������

2� ��� 	���� ����� W ��� ������� ��	������� ���� ����� � ������ ���

	
 ������� �� ���	 � ��������� �����+��� H�*�� ��� ��������
 ��	������� 	


��	���� i �� ��� ����	 	
 ��� �	�� �	��� 	
 i  ��� ��� ��� 	
 ��� i��� �	� 	


F ! �	 ��� �	�� �	��� 	
 ��	����� �� ��� �	����  ���� ��� ��� 	
 � ��� ���

	
 F !� πi := fi•
f•• � "� ��� �� ��	��  ��� ���� '���� #66F! ���� W �� �����*���

���	������ ���� ��� ����� ��������� �� ��� ��;������ �����+ A ��*��� ���

aij := πi · pr(i → j)  #E!

"� 	���� �	���� A ��� �� ����� �������� �� ��������� ���� �	� i 	
 W ��

��� �	�����	����� �����	���� ��	������� πi� "� 	�� �+����� �� *�� ���� ���

����� 	
 πi ��� �&&� �&&� �#6� �&D� ��� �#(. ��������� ��� �	�� 	
 W �� �����

����� ������ �� ��� 
		���� �����+ A�

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

� � � � �

� .09 .07 .05 .01 0
� .07 .11 .03 .02 0
� .05 .03 .06 .03 .01
� .01 .02 .03 .13 .07
� 0 0 .01 .07 .05

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

 #D!

���� �� ������ ��� ��;������ �����+ ���� �� ���� �� �� �+���� �� �����	� (�&�#

��� ����������� �� ������ #  �� #(!� �� �������� ���� �	� ��� �	��� 	
 A �	��

����	��� �	 � ��	����� ��� ��� ������ aij 	
 ��� �	������	� ������� ��	�����

i ��� j �� � ������� 	
 ����� ����������	�� �����������	 /�	����� ���� ������

����������	�� ��� ���	��� �	�������� ������� ��	����� ���� ��������� �������

����	�� ��� ����� 	� �	� �	�������� �� �� ���� ���� �� �����	� (�&�&� ���

��������	� 	
 ������� ��������� �	 ��� ��;������ �����+ ���� ��� ;��� �	��

�������� ������ �� � �������	���� 	
 ��	����� ���	 ������ ���� �	�����	�� ��

���� �	��� ��� �	��	�������


���� ����������� W � � ���
���� �������	� �������
�	7	���� ����� �� �������� ��� ������� 	� ��� ���� ����	��� 	� A ��� ��� �	�����; a11 �=

a22 . . . �= ann� ������� ����� ��� ������ ��� ��������� 	� � ��	���� ���� ����� ������ 	�
�� ��������� ���� ��� 	���� ��	���� "�� .����� 2 :����	 #$$@&�

�
8	� ������������ ���	� ���� ��� 
��	�� ��� �	�� 	� ��� ������ ��� ������ ������
���� ������	� ��� ������� ���	��	���	� ������ �� ����	� <�#�# � � ��������� ����	�

	� A� ��5��� � C := Π− 1
2 AΠ− 1

2 � ����� Π ���� �	� ��� ������ �	�������� ��� ����	����
��	
�
������ 	� ��	���� 	� ��� ���� ����	��� ��� $6 ���������� ��� "�� ���� .����� 2
:����	 #$$@ �	� ������ 	� ���&�

D#



)������	�

������� �	�
�� �� #6D7� � ��	�		���� ����	��� �	 �	��� �	��	����� ���

����� �� �	���� ������� ������ D�&D(1&JF�


�
��� ��� 9 �� �
������ &::D� 3���	� ���	������������ -��
��� �� .����

�������� ����������� #&�#&(1#(F�

	����� ��� 9 �� ���������� &::&� K���� ���������	�� 	
 ��� ������ �����

�	 ��
�� �	������ ��������� "� ��
	��������� ��� /����������� ���
����0

/
��������� �� ��� 1�� 2�
3���	 �� ��� 4�� 5	����� ,���
��� 6
��	 �� ���

	��������� /������� 75,6/89:;� E#1EF�

	��	�� ���� #6J#� /����
� <���������� ���� "�&& 9�������� "������� 4����


��� � O�� [	��� /���� /�����

����� �� #66(� 4����
��� 6
�	� =���
 � '��������� '������� K���������

/����� ���	�� �����	��

������	��� �� #6((� ��������� O�� [	��� 4� 4	� ��� '	������

��
���
�� ���	�	� #66(� 5���������� �������� ���
���� � '��������� 3��

3"� /�����

������ � �� #6J7� >�������� �� ��������� O�� [	��� /�������

--� &:::� �� ��������� 	� ����������

������ � ��
�� #6DF� 5 ������� 5�
����
�� � ��� 4����� 3	��	��

������ ��!�"� #66F� 5	���
�� 6
�	� =���
 � /�	�������� �������� 3�����

������ 5	������

#�$�
�� �� ��� 3������ ���������	� ����� �� � �	���	� �	 ��� ��	��� 	


�����������	� �� ��������� ���	���

�������� %� �
��� #66#� ��� ��������� ������� 	
 ��	�		���� �	����������

K��������� �����������

--� #66E� =�� ������� ���
���� �� /����������� 5�
����
�� K��������� 	


)������ �������� ����������	��

--� &::#� "������	� ��� �������� ���������� "� 5����
�� ��� ������
�&������

��� �� K���� 4��� 9 3����� '� I������� 2+
	�� K��������� /�����
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���&�� '�	�	�� #66(� "������ 5�
����
� �� ��������� K��������� 	
 A�������

����������	��

���&�	�(�)��	��	�� �� #6D&� 2� ��� ��*����	� 	
 ��	���� �����	���� 	� �

����������	�� ������ 4��� ����������� F�J1(6�

-- #6FD� =
���� �� /����������� =���
 � '	��������� ��������� �	����

���������� �� #66E� � ������� �	�������	�� ���	�� 	
 ������ ��������

"� /�
�	������� �� /������� � ��� �� B����
�� '	� 9 '����� S����������

#1&J� 5���
	��� '����� 
	� ��� 5���� 	
 >������� ��� "�
	�����	��

-- &::#� ��� ������������ ������� 	
 ������ ������� �	���		��� ���

	��������� ����������� &F�#D(1#6J�
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