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 ��� ���� S ��� T �	��	���� ��� �������	� ��	�
� �� ��
������ 2�� ��� 	


���
���� ���� ������� ���	 ��� �	��
 �� �� ������� � �������	� ���� ��������� ���

��� ��� ����
����	��
� ��+������ ��� �	
��� 	
 ��� �
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 ��� ��	 ��	����

�
	�� ����� 
����� ��� ����������� 	
 � �������	� {S, T } �� ��*��� �� ��� ����	

	
 ��� ��� �	 ��� �	
��� 	
 ��� ���

�� 	
 S 	� T  S����� �� ��! &:::!�

φ(S, T ) :=
cut(S, T )

min(d(S), d(T ))
 E!

O	�� ���� d(S) :=
∑

i∈S di ���������� ��� ��� 	
 ��� ������� 	
 ��� �	��� 	


S �� ��� 	������
 �����. d(S) �� ������

� ������� ���� ��� �	
��� 	
 S� �����

�� ���
���� ��� �	��������	� 	
 ����� ���� ���� ���� d(S) = vol(S) + cut(S, T )�
��� ��*����	� 	
 �	��������� �� �
���
� ����������� 	
 ��� ���
��� ��

���&��
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Ncut(S, T ) :=
cut(S, T )

d(S)
+

cut(S, T )
d(T )
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"� ���� �������+� �� ����	���� � ����	� 
	� �	���������� � ����� �� ����� ����

�	�� �	�����	��� �	 � ��	���� ��� ��� ������ 	
 ���� ���� �� � ������� 	


��� ����
��������� ��
���
�� ������� ��	 ��	������ ��� ���� ���� �� ��� ���


���������� 	
 ��	����� �� ��������� �	� ��� ���� 	
 ����
������ �� ��

 ������

���� ��� �	���+� 	
 � ��	���� �� ��� 
�
� ������	� ������ � �	��  ���
����� ���

�	�� �	������ ����	
 N� �� ��� ���� 	
 ��� *��� ��	���� 	
 � �	��!� ��� ���

�	��
 �� M�+��
� ���� ������ �	 ���� �	���� �� � �	���+�� )��� ���� ��*����	��

��� ������ 	
 	���������� 	
 � ��	���� j �� � �	���+� k �� � �	���� �� ����
 �	

��� ������ 	
 	���������� 	
 ����� ��	 ����	
� �� ���� 	����� Count(kj)� �����

	� ��� ����� 	
 � �	���� ���� n ��0����� ��	����� ��� m ��0����� �	���+�����

�� ��� �	������� � �����+ F ���� n �	�� ��� m �	
����� ��� ��	�� ��� ������

	
 	���������� 	
 ��	���� j �� �	���+� k �� ��� ��

 �� ��� ����������	� 	
 ���

j��� �	� ��� k��� �	
���� fjk := Count(kj)�
�	� �+���
�� �� ���� �
����� ���� ���� ��� ����
� �	���� ����� �� ���

�����+ ,� ��� �� ������	�� 	
 n = 5 ��	����� P = {�, �, �, �, �}. ��� ���

����	�� 	
 �	���+�� �� ��� ���� ���� ��� ������	� 	
 ��� �	�� �	������ ����

�	
 �� C = {��, ��, ��, ��, ��, ��}��� K���� ��� 
���������� ���	���� �� ���
� #(

 �� E7!� �� �	������� ��� (5 × 6) �����+ F �� ���������� f11 = Count(��) = 4�
f12 = Count(��) = 0� ��� �	 	��

F =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

�@ �@ �@ �@ �@ �@

� 4 0 0 0 2 1
� 1 0 0 0 4 2
� 3 0 2 0 0 1
� 0 2 3 2 1 0
� 0 2 1 1 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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2�� �	�
 �� �	 ��� F �	 ���
� ��� ��;������ �����+ A 	
 � �������� ����������

��!	 ���� m �
 �� �	
� �'��� �	 n + 1� ��� ���
�� 	� ��	����
 ���
 ��� �	�� 
	������
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� ��� �����
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	�����&
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 � ��	 ����

����	�� ������ �� �	������� � ������ �����+ W ���� n �	�� ��� n �	
����� ����

���� ��� ��
�� �� ��� ����������	� 	
 ��� i��� �	� ��� ��� j��� �	
��� ����������

��� 	
�������� 
	� ��	���� j �	 	���� �� ��� ���� �	���+� �� ��	���� i  ���� �� �

�	���+� ����� ��	���� i ��� �
�	 	����!� ����� �� ���
� � ����
� 	������	� �	

W �� 	���� �	 ���� ����� ��	����
����� ���	 � ������� 	
 ����������	��
 ����
�����

������� ��	������ ���� �0������
� ���
���� ��� ������� ��;������ �����+ A�

)� �	������ *��� ��� �	��������	� 	
 ��� �����+ W 	� ��� ����� 	
 F � �� ��

���� ����� ��� ��
�� fjk 
	��� �� ��� ����������	� 	
 ��� j��� �	� ��� ��� k���

�	
��� 	
 F ���������� ��� ������ 	
 	���������� 	
 ��	���� j �� �	���+� k ��

��� ��
����� �	����� >�� �� 
	��� 	� � ����
� �	� 	
 F � ��� ��� j��� �	�� ���

��� 	
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��� 
	��� �� ���� �	� �	�������� ��� ����
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 ��	���� j� ���

��� fj• 	
 ����� ��
��� ����� ��� �	��
 ������ 	
 	���������� 	
 j ������������

	
 ��� �	���+�� ,� �������� ��� k��� ��
�� �� ���� �	� �� ��� �	��
 
��������

fj•� �� 	����� ��� �
�������� 	
�������� �� 
�	� ��	���� j �	 �	���+� k�

pr(j → k) :=
fjk

fj•
 F!

�	� �+���
�� �	������ ��� ��	���� � �� ��� �����+ F ����� ��  7! ��	���

"� �	�����	��� �	 �	� j = 1� "�� �	��
 
�������� �� ��� �	���� �� ����
 �	 ���

��� 	
 ���� �	�� f1• = 4 + 2 + 1 = 7� ��� �	
��� ���� �	�����	��� �	 ���

�	���������
 �	���+� �� �� k = 1� ��� ��� 
�������� 	
 ��	���� � �� ���� �	���+�

�� f11 = 4� ����� ��� ��������	� ��	����
��� 
�	� ��	���� � �	 �	���+� �� ��

pr(� → ��) = f11/f1• = 4/7� 5���
��
�� �� *�� ��� 	���� ��
��� 	� ���� �	�

�	 �� pr(� → ��) = pr(� → ��) = pr(� → ��) = 0� pr(� → ��) = 2/7� ���

pr(� → ��) = 1/7�
�	� ��� �	� j 	
 F � �� ��� �� ����*�� ���� ��� ��� 	
 ��� ��������	� ��	����
�

����� 
�	� ��	���� j �	 ���� �	����
� �	���+� k �� ����
 �	 #� ����� �������� �

�	� �� ��� ��� ���

� ��	���� �	 ��

���&��� ��� ,� ���
���� ���� �	���
�����	�

��	������ �	 �

 ��� �	�� 	
 F � �� ��� ��*�� � ��� (n × m) �����+ H � �����

��� ��

 �� ��� ����������	� 	
 ��� j��� �	� ��� ��� k��� �	
��� �� ��*��� ��
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hjk := pr(j → k)�

H =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

�@ �@ �@ �@ �@ �@

� 4/7 0 0 0 2/7 1/7
� 1/7 0 0 0 4/7 2/7
� 3/6 0 2/6 0 0 1/6
� 0 2/8 3/8 2/8 1/8 0
� 0 2/4 1/4 1/4 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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��� ���� ���� ��	������ ��� �� ���
��� �	 ��� ����
�� 	
 F � �
��	��� ����

�� � 
��� ����
 �	������	� �� ��	�	
	��� ��� k��� �	
��� 	
 F ��� �� ������ ��

��� ����������	� 	
 �	���+� k� ��� ��� f•k 	
 ��� ��
��� 
	��� �� ���� �	
���

�� ��� �	��
 ������ 	
 	���������� 	
 ���� �	���+�� ���� �� ��� ��*�� ���

��������	� ��	����
��� 
�	� �	���+� k �	 ��	���� j ���

pr(k → j) :=
fjk

f•k
 6!

,� �	���
����� �

 ��� �	
���� 	
 F �� ���� 
����	�� �� ��� �	������� ��	����

(n × m) �����+ V � ����� ��� ��

 �� ��� ����������	� 	
 ��� j��� �	� ��� ���

k��� �	
��� �� ��*��� �� vjk := pr(k → j)�

V =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

�@ �@ �@ �@ �@ �@

� 4/8 0 0 0 2/7 1/4
� 1/8 0 0 0 4/7 2/4
� 3/8 0 2/6 0 0 1/4
� 0 2/4 3/6 2/3 1/7 0
� 0 2/4 1/6 1/3 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

 #:!

��� ���
� �	��������� �������� H ��� V ����
� �� �	 ��
��
��� ��� ��	���

��
��� 
	� � ����� ��	���� j �	 	���� �� ��� ���� �	���+� �� ��	���� ��	���� i�

>�� �� �	������ *��� ��� ���� 	
 � ����
� �	���+� k� ��� ��

 hik �� ��� ���������

��	� 	
 ��� i��� �	� ��� ��� k��� �	
��� 	
 H ����� ��� ��������	� ��	����
���

pr(i → k) 
�	� ��	���� i �	 ���� �	���+�. ��� ��

 vjk �� ��� ����������	� 	
 ���

j��� �	� ��� ��� k��� �	
��� 	
 V ����� ��� ��������	� ��	����
��� pr(k → j)

�	� ���� �	���+� �	 ��	���� j� ��� ��	���� 	
 ����� ��	 ��
��� ��� �� ���

��������� �� ��� ��	����
��� 	
 ������� �	���+� k ��	�� ��� �	���+�� �� �����

��	���� i 	������ ���� ������� ��	���� j ��	�� ��� ��	����� ����� 	����
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�� �	���+� k. �� ��

 ���� ��	���� ��� ��������	� ��	����
��� 
�	� ��	���� i �	

��	���� j ��� ������� k�

pr(i → k → j) := pr(i → k) pr(k → j) = hikvjk  ##!

�	� �+���
�� �	������ ��	����� �  i = 1! ��� �  j = 2!� ��� �	���+� ��

 k = 5!� ��� ��������	� ��	����
��� 
�	� ��	����� � �	 � ��� �	���+� �� ��

pr(� → �� → �) := pr(� → ��) pr(�� → �) = h15v25 = 2/7 · 4/7 = 8/49� ���

��������	� ��	����
��� ������� ��� ���� ��	����� ��� �	���+� ��  k = 6! ��

pr(� → �� → �) := h16v26 = 1/7 · 2/4 = 1/14�
���� �	��	� ��� �� �+������ �	 ��� ��� �	���+�� �� ����� ��	����� i ��� j

	����� ����� ��� ��������	� ��	����
��� 
�	� ��	���� i �	 ��	���� j ��� ���

�	���+�� �� ����
� ��*��� �� ��� ��� 	
 ��� ��������	� ��	����
����� 
�	� i �	 j

��� ���� �	����
� �	���+� k�

pr(i → j) :=
∑

k

pr(i → k → j) =
∑

k

hikvjk  #&!

"� 	�� �+���
�� ��� ��������	� ��	����
��� 
�	� ��	����� � �	 � ��� �

 �	���+��

�� pr(� → �) :=
∑

k h1kv2k = 1/14 + 0 + 0 + 0 + 8/49 + 1/14 = 15/49 = .31�
)� ��� �������

� ���
� ��� (n × n) ������ �����+ W �� ��
��
����� ���

��������	� ��	����
��� 
	� ���� ���� 	
 ��	����� i ��� j� ��� ��	���� ��� ����
�

�� ��� ��

 �� ��� ����������	� 	
 ��� i��� �	� ��� ��� j��� �	
��� 	
 W � wij :=
pr(i → j)� "� 	�� ����� ��� ����
���� �����+ ���

W =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

� � � � �
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