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UV WXY Z[\] ^[_`aVbcY[d ]ebYf \Vb gWh bgiahgeV \jj[ek g] \WgeV l gW gh \ mf\hhgm\f j[ecfY] We nVb

WXY ejWg] \f bgogbYVb j\p]YVW hW[\WYdp WX\W ] \kg] gqYh WXY YkjYmWYb o\faY er WXY bghmeaVWYb bgogbYVb
j\p]YVWh aVWgf [agV s tVY erWYV [\ghYb bgh\bo\VW\dY er WXgh \jj[e\mX gh WXY r\mW WX\W hamX \ hW[\WYdp
beYh VeW W\uY WXY fgrY Wg] Y er WXY meVW[effYb j[emYhh gVWe \mmeaVW s UV WXgh j\jY[ vY gVW[ebamY \ o\faY
raVmWgeV vXgmX meVhgbY[h ceWX YkjYmWYb bgogbYVbh \Vb WXY Wg] Y o\faY er [a gV s we[ ceWX WXY bgiahgeV
]ebYf \Vb WXY Z[\] ^[_`aVbcY[d ]ebYf v gWX YkjeVYVWg\f mf\g] hgqYh l WXY j[ecfY] gh hefoYb \Vb gV
YgWXY[ m\hY WXY ejWg] \f hW[\WYdp gh gbYVWgnYb l vXgmX re[ aVceaVbYb bgogbYVb gVWYVhgWp gh \ c\[[gY[
hW[\WYdp \Vb re[ ceaVbYb bgogbYVb gVWYVhgWp gh er WX[YhXefb WpjY s
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������ � ����� � °� ������  ¡¢ � ��� ������ �� ®��� �������� ��� � �������� ������� �� ��� ����� ��� ����
�������� ��� ��� ���������� ����� �� � ��� ����� ��� ������ � ±�������� ��� ����� �� �������� ������� ��
��� �������� ������� ����� ��� ����� �� ����� �� ²���� ��� ³����  ´¢ � ��� ���� ���������� ����� ��
������� ������µ��� ��� ��������� ��������� �
��� ������������� ������� �� ��� ���� �� � ��¶����� ���� ��� ���� ��� ������ �� ²������� ��� ������  ·¢
¸��� �� � ���� ������� ��¶����� ������� ��� ������� ���� ���� �� ¹����� �� �� �  ´º¢» � ������  ´¼¢ � ���� ��
��������� ������� ���� ��� ����� ��� ������� � ���� ������� ������� � � ����� ���� ���������� ������������� ��
������� ���� �� ����������� ��� ������� � ���� �� ��� ¹���  ··¢ ������ ���� �� ���� ��� ��� ������� ��������
������� ��������� �� ������� ����� �� ��� � ��������

M < c
¸�����

c
�� ��� ���� ��� ��������� �� ���

������ � �������» � ��� ����������� ����� ����� � ��£������ ©½ ª«¨½ ¾¿§ ¨©ª¥©«¬ ¯ � ���� ���� ��� �������� ���£
������� �������� �������� ¸� �� � �������� ��� ������� �� � ���� � ������� ��������� � �� ��������� ��� ����
��� ��� ����� ���� ����� ��� � ���� �� ������� ������ �� ����» � °� � ��¶����� ������� � � �������������
������ ��� ������� ����������� �� ²������� ��� ������  ·¢ �

À������ � ��� ��� ���������� �������� ����� ���� �� ���� � ��� ����������� ��� ��� �� ���� ������ �������
���� �� ��� ��������� � Á� ��� ����� ���� � ����� ��� ���� � ��� � ��� �� �������� ����� ��� �� ����� ��£
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¹��� ����  ´�¢ � ��� ¹��� ����  ´´¢ ��� � ���� ������ ������ �� ���� ��� � ��� �

°� �� �� ����� �� ������ �� ��� ������� �� ����� �� �������� �������� � ��� ��� � ��������� �� ���
�� � ������ �������� ���� � �������� ����� ���� �� ��� ���������� ���� ������� � °� ���������� � ���� ����������
���� ��� �� ����������� �� � ���������� ���� ��� �� � ¸����������» �������� ��������� ������ ��� ������� �
�� ��� ���������� ��� ���� � °� � ��� ���� ��� ���� ���� ������ �� �� � ������ �������� ����� �� � ������������
��������� ��������� �� ��� ������������� ��������� ���� ��� ��� ���� �������� � ���� ������� ¸�� ����������
² ������� ��� ������  ·¢ ��� À� ������ ��� ������  ·Ã¢» � ��� ����� ���������� �� ����� �� ��� ������ ���
����� ��� ����� �� ��� ����� ������ � ������� ������� ����� �� ��� �����µ������ �� ��� ���������� ����
�� ��� �� � ������ �������� � ��� �������� ������ �� ���� �� � ®��� ��������� ���� ������� ���� ��®���
����� ������� �������� �� ��� ������������� ����� �� ������� ������� � �
��� ����� �� ��������� �� ������ � � °� ¹������ ´ � ��� Ä��� Å�£Æ������� ����� ��� ��� ��¶����� ������£
�� ����� ��� ������� ��������� ��� ��� ����� �������� ���������� ��� �������� �� ���������� � ¹������ º
����� � ��� ��� ���� �� � ��¶����� ���� ��� ���� ��� ��� ����� �� ������� ������� �� ������ �������� ��� � ���
��� ������� ��� ��������� �������� ��������� ��� ��� �¶��� �� ��� ��� � ����� �� ���� �� ��� ����� ��
�������� �� ������������ � °� �� ���� ����� ���� �� �� �������� �� �������� ������� ����� �� � ������ �����
��� ����� �� ������������ ����������� � ���� ��� ����� �� �������� ���� À������� ��� ������  ·Ã¢ �� ����
����� �� �� ��� ���� � ���� ������ � �������� ���� �� ��� ����� �������� � ¹������ ¼ ����� � ��� ��� �����
����� �� ������� ������� ��� ��� ��������� Ä��� Å�£Æ������� ��� ���� � ��� ����������� ����� �������
��� �������� �� ������ �� �������� � ����� ������� ��� ������� �� ���� ��  ¡¢ ��� ���� �� ��� ¹���  ··¢ ���
��������� ��� ������� �������� ���������� ������������� °� ���� ������� ��������� �������� ��� �����
���� ���������� ��� ����® ������ �� ��� ����� �� �������� � ��� ��� ���������� ���� �� ��� �� � ������ �������� �

² ���� �� �� � ��������� ��� ®������ � ��� ������� ����� �� ����������� � ��������� �� Â������������  ¼¢ �
��� �� � ®������� ������� ���� � ��� ���� �� � ������ �������� �� ��� ��¶����� ������� ��� ��� ������������
���� ��� ������ �� � ���� ��� ������ �� ���� �������� ������� � � À������ � ��� �������� �� ¹������ º �´
�������� � ��� ����� ���� ��������� ��� �� ����� � ����� ��������� ���������� ����� �� ������� ������µ���
¸��� �� �� �� ���� ��� �� ����������� �� � �������� ���������� �� � ������� �������� �������� �� ¹�����
�� �� �  ´º¢» � °� ���������� ���� ���� ����� � �� �� ������ ��� ���� ��� �� ��� Ä��� Å�£Æ������� ����� ��
¹������ ¼ �

� ������� �� ����� ���� �� ����� ��� ���� �� � ������ ����� � ������ �� �� �  ·�¢ ���� ������ ���� �� ����
�� ��������� �������� ���������� ���������� ������� ���������� ��� ����� �� ��� ��� ����� ������� �� ���
��¶������ �� ��� �������� ���������� ��������� ��� ��� ��®��� �� �� �� �� ���� �� ��� ������� ������ � ��
� ���� ��� ����� �� ������� � ��� ���� ��� �� ���� ����� ��������� ����� ����� �� ���������� ������� ����������
��� ��� ��������� �� ������� ������ ��������� � ��� ��� ��� ����£��� � �� ��� ���������� ���� ��� ���� �

� � }~�� �z~ ����� ��z�{�}z

Æ��
(Ω,F , P )

�� �� ���������� �������� ����������� ����� � ��� � ® ��������
(Ft)t≥0

���� ������ ��� 	��
�� ������ ����� � Æ��

W = (Wt)t≥0
�� � �������� Â������� ������ � ��� ������� �� ��� ����� ®�������� � °�

���� ����� ��� ������ ��� ��� ���������� ���� ��� ���� ��� ���������� � °� � ®��� �������� ��� ���� ��� ����
R = (Rt)t≥0

�� ������� �� �� � ��¶����� ��� ���� � ²���� ���� ��� ���� ���� ���� ���������� ������®�� ���
�������� ��� ����� �� ���������� ������� � �� ��� ���� � � ��������� �� �� ������ �� ����� ����� ��� �������
� �������� ������� ����� ¸��� ��������  ·´¢ � °� ������  ·
¢ � ¹��� ����  ´ ·¢ �� Â�������  º¢» � �� ������ ���
����� ���� ��

µ > 0
��� ��� �������� ��������� ��

σ
� ���� ��� ��� ���� � ��� ������� �������

x
�� ��®��� ���

dRt = µdt + σdWt, R0 = x.
²������������� �� � ��� ���� ���� �� ��� Ä��� Å�£Æ������� ����� � ����� ��� ���� ������� �������

R = (Rt)t≥0���� ������� �������
x
�� ��®��� ��

Rt = x + ct −
Nt
∑

i=1

Yi, t ≥ 0.
¸·»

À���
c > 0

�� ��� �������� ���� ��� ��������� ��� ��� ����� ������� ��� �� ����� ������ ��� �����������
����������� ��µ����� {Yi}i∈N

�� �������� ������ ������ ��� � ��� ������������ ��������
FY (y)

� ��� �����

´



������ �������
N = (Nt)t≥0

�� ����� �� �� �� ������� � ��� ���������
λ > 0

� ����� �� ����������� ��
{Yi}i∈N

¸����� �� ��®�� ∑0
i=1 Yi = 0

» �

°� ��� ������ ��� ��� ������� �� ������� �� ��� ��������� � ��� ��������� ��������� ��� ������� �� �� �
��� ����

L = (Lt)t≥0
� ����� �� ������ ¥§� ¨¨¤¿«� �� �� �� � �������� ���������� ������ ��� ���� � ������� ��

(Ft)t≥0
�
Lt

���������� ��� ����� ��������� �� �� ��� �
t
��� ��� ��������� ���������� ���� ��� ���� �� � ����

��
RL

t = Rt − Lt.
��� ���� �� ���� ��� ���� ��� ���� �� ��®��� ��

τ := τL = inf{t ≥ 0 | RL
t < 0} � Æ�� �����������

τ ′ = inf{t ≥ 0 | RL
t = 0} � ���� ��� � ���� ��¶����� ��� ����

τ = τ ′ � �� ��� �����

Lt =

∫ t

0

e−βsls ds,

����� (ls)s≥0
�� ��� �������� ���������� ����������� �� ��µ� ��� ���� ������ ��������� ��� ��� ����� �� �� �

Lt − Lt− ≤ RL
t

��� ����
L0− = 0

� ³ ������� �� ��������� ��� �� ���� ����� ���� � � �� �
Lt = Lτ

��� ���
t > τ

�
°� ���� ����� �� ��� �� �������� ��� �������� ������� ��������

L = (Lt)t≥0
���� ����� ����

V (x, L) = E

(∫ τ

0

e−βt dLt +

∫ τ

0

e−βtΛ dt
∣

∣

∣ RL
0 = x

) ¸´»

��� ����
Λ > 0

� � �� � �� ��� ������� ��� ��� ����� ��������

V (x) = sup
L

V (x, L),
¸º»

����� ��� �������� �� ����� ���� ��� ��� ������� ���������� �
���� ���� �������� �� ��� ��������� ����� �������� � ����� � ���� ���� ��� �������� ���������� ��������
�������� � ����� �� �� ���������� ���� ��������� �� ��� ��� � �� ���� �

e−βt Λ
��� �� ����������� �� ���

������� ����� �� �� ������ ����� ��� �� ����� ����� �� ���� �� ��� ������� �� ����� � °� �� �� ��� ��� ������� �
�� ��� ��������� � ���� �� ���� �� ��� ����� �������� ��� �� �������� ��������� �� ��� ������ ��

Λ
� ²�£

����� �������������� �� ���� �� ���� ��� ��� Æ������ ��������� �� ��� ���� ��� � �� ���� �� ��� ����� �������� �

� ��{�� �� �{|�{��	 �}| {
� ~�����}z ����

Æ�� �� ����������� ��� ��� ����� �� ������� ��� ��������� �������� ���������
ls
�

� � ������� � �� ����� ���������
Æ��

0 ≤ lt ≤ M
���

t ≥ 0
� ���� ��� ����� �������� ¸º» �� ����� ��

V (x) = sup
0≤l≤M

E

(∫ τ

0

e−βt (lt + Λ)dt
∣

∣

∣ RL
0 = x

)

,

V (0) = 0.

Ä������
V (x)

�� � ������ ��
(M + Λ)/β

� ¹������� ����� ���� � ��� ���� ��� ��� ¹����  �¢ � ���� ���� �����
��� À�� �����£������£Â���� �� ¸À�Â» �µ������

0 = −βV (x) + sup
0≤l≤M

{

(µ − l)V ′(x) +
σ2

2
V ′′(x) + l + Λ

}

,

����� ��� �� ��������� ��

0 = −βV (x) + µV ′(x) +
σ2

2
V ′′(x) + Λ + sup

0≤l≤M

{(1 − V ′(x))l} .
¸¼ »

º



Æ�� �� ®��� ����� � ����
V

�� � �������� ������� �������� �
V ′ > 0

���
V ′′ < 0

� ���� ����� ������ ��� �
�����

x0
���� ��� ������ ��� ���������� �

x < x0 : V ′(x) > 1,

x ≥ x0 : V ′(x) ≤ 1.

°� ��� ��µ��� �� � ��� � � ���� ���� ���� ������� ���������� ������ ����� �� ��� ����� �� ��������� Â���� ��
��� ��������� �� ��� �������

l
�� ¸¼ » �� ��� ���� ��� ����� �� �������

l∗(x)
��� �� ���® ��

l∗(x) =

{

0 x < x0,
M x ≥ x0.

��������� ¸¼» ���������� ����

0 = −βV (x) + µV ′(x) +
σ2

2
V ′′(x) + Λ, x < x0,

¸Ã»

0 = −βV (x) + (µ − M)V ′(x) +
σ2

2
V ′′(x) + Λ + M, x ≥ x0,

¸
 »

0 = V (0),

��� ��� ������� �����
x0

��� �� � � ������ ���� �� ��� � ����� �� ¨� ¾¾©½ � ©� Æ��
Vl

������ ��� �������� ��
¸Ã» ���

Vr

��� �������� �� ¸
» � ¹���� �� ¸Ã» ��� ¸
 » ����� ��� ����������� �� ��� ����� �������� �� �� �����
´ � �� ���� �� ���� ��� � �� ��� ��¶���������� �������� � ���� ����� �� ��� ������ ��� ������� ���������� ��

x0
�

Vl(x0) = Vr(x0),
¸�»

V ′
l (x0) = V ′

r (x0) = 1,
¸È»

V ′′
l (x0) = V ′′

r (x0).
¸¡»

² ������� �������� �� ¸Ã» �� �� ��� ����

Vl(x) =
Λ

β
+ A1 eR1x + A2 eR2x,

����

R1,2 = − µ

σ2

+
−
√

µ2

σ4
+

2β

σ2
.

���� ����
R1 > 0

���
R2 < 0

� ��� ���������
V (0) = 0

�����
A2 = −(Λ/β + A1)

� ¹�� �������

Vr(x) =
M + Λ

β
+ B1 eS1x + B2 eS2x,

����

S1,2 = − (µ − M)

σ2

+
−
√

(µ − M)2

σ4
+

2β

σ2
.

���� ��� ����������� �� ��� ����� �������� �� ���� ���� �� ��� �� ��� ��������� �� �������� � ��� �����£
�������� ���� ����� ��� �� � � ���� � À���� � ����

S1 > 0
�

Vr(x) =
M + Λ

β
+ B2 eS2x,

����� B2 < 0
�� � �������� � ��� �� ��� ¸�»£ ¸¡» �� ������ ���

x0
��� ��� ��� ������ ���� ������

A1
���

B2

¸����� ��� ��������� ��
x0

» � �� ����

Λ

β
+ A1 eR1x0 − (A1 +

Λ

β
) eR2x0 =

M + Λ

β
+ B2 eS2x0 ,

¸·� »

A1 R1 eR1x0 − (A1 +
Λ

β
) R2 eR2x0 = B2 S2 eS2x0 = 1,

¸··»

A1 R2
1 eR1x0 − (A1 +

Λ

β
) R2

2 eR2x0 = B2 S2
2 eS2x0 .

¸·´»

¼



°� �� ��� ��� ����� �µ������ �� ¸··» �� ¸·�» � �� ��� � ���
δ(M) := M/β + 1/S2

x0 =
1

R1 − R2
log

(

A1(x0) + Λ
β

A1(x0)

1 − δ(M)R2

1 − δ(M)R1

)

.
¸·º»

��� ��������������� ���� ¸··»

B2 =
1

S2

(

A1(x0) + Λ
β

A1(x0)

1 − δ(M)R2

1 − δ(M)R1

)

−S2
R1−R2

.
¸·¼ »

²���� ������������ �� ¸·º» �� ¸··» �
A1

�� �������� �� � �������� �� � ��������� �µ������ � ��� ¸·Ã» � ���� �
����� �� �¾ª ¥¿ ¿

M > 0
1

R2
< δ(M) <

1

R1
.

� ª¾¾� � ����
1

R1
− δ =

1

2β

(

−M +
√

µ2 + 2βσ2 +
√

(µ − M)2 + 2βσ2
)

��� ����� ���µ������ ����� ��
√

µ2 + 2βσ2 > M −
√

(µ − M)2 + 2βσ2 := G(M).
°����� � �����

G′(M) = 1 − M − µ
√

(µ − M)2 + 2βσ2
> 0

���

lim
M→∞

G(M) = lim
M→∞

M2 − M2 + 2Mµ − µ2 − 2βσ2

M +
√

M2 − 2Mµ + µ2 + 2βσ2
= lim

M→∞

2µ − µ2+2βσ2

M

1 +
√

1 − 2µ
M

+ µ2+2βσ2

M2

= µ,

G(M)
�� � �������� ���������� �������� � ���

limM→∞ G(M) = µ <
√

µ2 + 2βσ2
�

��� ������ ���µ������ ������ � ����

δ − 1

R2
=

M

(

1 − M−2µ√
(µ−M)2+2βσ2+

√
µ2+2βσ2

)

2β
��� ��� ���� ���� √

(µ − M)2 + 2βσ2 > M − µ
��� √

µ2 + 2βσ2 > µ > 0
�

	 �®��

F (H) :=

1 + Λ
β
R2

(

H+ Λ
β

H
1−δR2

1−δR1

)

R2
R1−R2

R1

(

H+Λ
β

H
1−δR2

1−δR1

)

R1
R1−R2

− R2

(

H+ Λ
β

H
1−δR2

1−δR1

)

R2
R1−R2

− H.
¸·Ã»

���� ���� ��� ����� ������ �� ¸·Ã» �� �������� �������� �
����� 
� �� M+Λ

β
+ 1

S2
≤ 0

©½ «¦

V ∗(x) =
M + Λ

β

(

1 − eS2x
)

,

¨ ¥ ©� « ¾¦©¦�¾�¨¿¯ §� «ª«¦©¥¤¿« ¨©ª©¿¯ ¾¦ ¥�« ¨¾¿� ©¾¦ ¾� ©½ « � �� «��¥©¾¦ ��� �
�� M+Λ

β
+ 1

S2
> 0� ©½ «¦ x0 > 0

¥¦§

V ∗(x) =

{

Λ
β

+ A1 eR1x − (A1 + Λ
β
) eR2x x < x0,

M+Λ
β

− B2 eS2x x ≥ x0,

¨ ¥ ©� « §� «ª«¦©¥¤¿« ¨©ª©¿¯ ¾¦¥�« ¨¾¿� ©¾¦ ¾� ©½ « � �� «��¥©¾¦ ��� � �½ « ¾«� «¦© B2
¥¦§

x0
¥ª«

¥¿� ¿¥©«§ � ª¾� ���� ¥¦§ ���� � �½ ¿« A1
¨ ¥ � ¾¨©�« ª¾¾© ¾�

F (H)
¥¨ §«� ¦«§ ¦ ���� �

Ã



� ª¾¾� � ����� �� ���� �� ��� ���� M+Λ
β

+ 1
S2

> 0
� ���� Æ���� · �� ���� ����

1 − δR2
���

1 − δR1
���

�������� � À���� �� ���� �� ������ A1+
Λ
β

A1
> 0

� �� ������ ���
x0

�� ¸·º» �� ��� � ���� ������ � ���� �������

A1 > 0
� �� ��� �����������

A1 < −Λ
β

����� ���� �� � ���������� ��������
V ∗(x)

���
x < x0

� ¹� �� ���
������� ��� � �������� ����

A1
��

F (H)
�� ��®��� �� ¸·Ã» � ����� ��� �� ��������� ��

F (H) =

Λ
β
R2 +

(

H+ Λ
β

H
1−δR2

1−δR1

)

−R2
R1−R2

R1

(

H+ Λ
β

H
1−δR2

1−δR1

)

− R2

− H.

����
0 < −R2

R1−R2
< 1 �� ��� ����

limH→0 F (H) = 0
���

limH→∞ F (H) = −∞ �
������� �� ���� ��� ��� ������� �� ���

H > 0
����

Λ

β
R2 +

(

H + Λ
β

H

1 − δR2

1 − δR1

)

−R2
R1−R2

> −R2 H + R1

(

H +
Λ

β

)(

1 − δR2

1 − δR1

)

> 0.

��� ���������� ��
F (H)

���� ����������� ��� �� ������� �� � �������� �������� ����
A1

� ����� �� ��� �������
���� ����� � °� ���� �� ¸·º» �

x0 > 0
��

A1 + Λ
β

A1

1 − δR2

1 − δR1
> 1,

����� �� �µ� ������� ��

A1δ(R1 − R2) +
Λ

β
(1 − δR2) > 0,

����� ������ ����� ��� δ ≥ 0
� ���

δ = M
β

+ 1
S2

< 0 �� ����
A1 < −Λ

β
1−δR2

δ(R1−R2)

� ����� ��� ��

F

(

−Λ

β

1 − δR2

δ(R1 − R2)

)

=
β + (M + Λ)S2

2(β + MS2)
√

µ2

σ4 + 2β
σ2

< 0

�� ���������� ����� ��� ���������� M+Λ
β

+ 1
S2

> 0
� ¹� �� ���� ���� ������

x0 > 0
�

V ∗(x)
�� ������� ��¶���������� ��

R
+ ��� ������������ ��

x0
� Â������

Vl

������ ¸Ã» ��
x0

���
Vr

������
¸
» ��

x0
�� ��� �� ������������ ��

Vl(x0) = Vr(x0)
���

V ′
l (x0) = V ′

r (x0) = 1
�� ¸Ã» ��� ¸
» �������� ����

V ′′
l (x0) = V ′′

r (x0)
���� ����� �

� ��� �� ���� ����
V ∗(x)

�� �������� ������� ���
x < x0

� ±����� ����
A1 > 0

���
A1 + Λ

β
> 0

� �� ����

V ∗′′

(x) = A1 R2
1 eR1x −

(

A1 +
Λ

β

)

R2
2 eR2x,

V ∗′′′

(x) = A1 R3
1 eR1x −

(

A1 +
Λ

β

)

R3
2 eR2x > 0,

�� ����
V ∗′′ �� �������� ���������� � ����

V ∗′′

(0) = A1 R2
1 −

(

A1 +
Λ

β

)

R2
2 < 0

���
V ∗′′

(x0) = S2 < 0 �� ������ ����
V ∗′′

(x) < 0
��� ���

x ∈ [0, x0]
� ����������� �

V ∗′

> 0
��� ���������

V ∗′

(x0) = 1
�� � ������ ����� ����� ��� ��� ���������� ��

[0, x0)
�

Á� ��� ����� ���� � �� �� ���� �� ��� ���� ���
x ≥ x0

V ∗′

(x) = B2 S2 eS2x > 0,

V ∗′′

(x) = B2 S2
2 eS2x < 0,

��� �����
V ∗′

(x0) = 1
�� � ������ ����� ����� ���

V ∗′

(x)
��

(x0,∞)
�






�������� ��� ���� M+Λ
β

+ 1
S2

< 0
�� ����®�� �� ������ ����� ������ � ����

S2 < 0 �� ����

V ∗′

(x) = −M + Λ

β
S2 eS2x ≤ −M + Λ

β
S2 < 1

���
V ∗′

(x) > 0
��� ���

x ≥ 0
� �����������

V ∗′′

(x) = −M + Λ

β
S2

2 eS2x ≤ 0,

�� ����
V ∗(x)

�� ������ � �������� ���������� ������� �������� �
� �� ��� �� �µ������� ¸·�» � ¸··» ��� ¸·º» ���������� �µ������� ¸´ �·¡» � ¸´ �´�» � ¸´ �´ ·» ��� ¸´ �´
» ����
²������� ��� ������  ·¢ � ����� ��� ����

Λ = 0 ��� ������� � ���� ���� �� �������� �� ² ������� ���
������  ·¢ ��� ������� x0

������� �� ��� ���� �����
A1

��� ��������� ��� �µ������ ���
A1

����� ��
��������� ¸������� �� ² ������� ��� ������  ·� ¸´ �´
»¢ ��� ����� ������� ��

x0
���

A1
��� �� ������

�µ�������» � ��� ������ �� ��� �������
x0

������ ��� ����������
Λ
� ��	������ ��� ������� ���� ��� �� � ������

�� ���� �� ���� ��� ������� � �� ��� ���������� ��� ���� �� ����� ���� �������� �
� ������ �� ���� � ����® ������ ������� ������� ���� ��� ����� �������� �������� �� Æ���� ´ �� ������
����� �� �
���� ������	 
 � �«©

L
¤« ¥¦ ¥§� ¨¨¤¿« §� §«¦§ ¨©ª¥©«¬¯ ©½ «¦ � ¾ª

V ∗(x) ¬ �«¦ ¦ �«�� ¥ �� V ∗(x) ≥ V (x, L)¥¦§
V ∗(x) = V (x, L∗)

� �½ « ¨©ª¥©«¬ ¯ L∗ ¨ ¬ �«¦ ¤¯

L∗
t =

∫ t

0

l∗s e−βs ds,

¥¦§

l∗(x) =

{

0 x < x0,
M x ≥ x0.

� ª¾¾� � Æ��
L

�� �� ��� ������� �������� � ��� ������� ���������
(lt)t≥0

� ���� ��� °�£������� �� ������

e−β(T∧τ)V ∗(RL
T∧τ ) − V ∗(x) =

∫ T∧τ

0

(

1

2
σ2V ∗′′

(RL
t ) + (µ − lt)V

∗′

(RL
t ) − βV ∗(RL

t )

)

e−βt dt +

∫ T∧τ

0

e−βtV ∗′

(RL
t )σ dWt.

¸·
 »

�� ���� ����
V ∗′

(x)
�� � �������� ���������� �������� ��� ��������� ������� ��

V ∗′

(0)
� �� ��� ��� �������

�������� �� ¸·
 » �� � �µ���� ���������� � ��������� � ��� ����������� ���� � ���� ��� À �Â �µ������ ¸¼ » ��
���� ���� ��� ��������� �� ��� ®��� �������� �� � ������ �� −(lt + Λ) e−βt

� �� �� ���

E

(

e−β(T∧τ)V ∗(RL
T∧τ )

∣

∣

∣ RL
0 = x

)

+ E

(

∫ T∧τ

0

(lt + Λ)e−βt dt
∣

∣

∣ RL
0 = x

)

≤ V ∗(x).
¸·�»

��� ��������� �� ��� ������ ����������� �� ������� ��
(M + Λ)/β ����� �� ���� � ����� ���

V ∗(x)
� ��

���
T → ∞ ��� ��� ��� ������ ����������� �� ���

E

(∫ τ

0

(lt + Λ)e−βt dt
∣

∣

∣ RL
0 = x

)

= V (x, L) ≤ V ∗(x).

°� �� ��� ��� ��������
L∗ �� ��� �µ������ �� ¸·�» � ��� ��� � ������ ���� �� � ����� ��� ���������

V (x, L∗) = V ∗(x)
�

� ����� · ������� ��� ����� �� �������� ������ �� � �������� �� �� ����� �������
x
��� ������� ������ ��

Λ
���

������ ´ ���� � ��� ����� �� ��������� ����� �� � �������� ��
Λ
�

�
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� � ��������� � ������� ���������
À��� ��� ��������� ��������� ��� ��� ���������� ���������� ��� �� ���� �� ��� ����� ���� ¨¦¬� ¿¥ª
¾¦©ª¾¿ ¸��� ��� �������� ���� ��� ��� ¹����  �¢» � ��� ������ �� ��������� ���� ������ � ��� �� ��� �������
�������� ��������

L = (Lt)t≥0
�� ����� ��

V (x, L) = E

(∫ τ

0

e−βt dLt +

∫ τ

0

e−βtΛ dt
∣

∣

∣
RL

0 = x

)

.

��� ����� �������� �� ��� ����� ������� ������� ��

V (x) = sup
L

V (x, L),

����� ��� �������� �� ����� ���� ��� ��� ������� ���������� � ��� ��������� ����������� ���µ����� ��� ¸���
���� ��� ��� ¹����  �¢» ������� ��� À�Â �µ������ �� ���� ������� � ������

0 = max

{

µV ′(x) +
σ2

2
V ′′(x) − βV (x) + Λ, 1 − V ′(x)

}

,
¸·È»

0 = V (0).
²� ®��� �� ����� ����� � ����

V (x)
�� �������� ������� ��� ���� � ������� �����

x0
����

V ′(x) > 1
���

x < x0
�
V ′(x0) = 1

���
V ′(x) < 1

���
x > x0

�� ���� ¸
x0

���� � ��� ��� ���� �� � ��������� �������� �������» �
���� �����

0 = µV ′(x) +
σ2

2
V ′′(x) − βV (x) + Λ, x < x0,

¸·¡»

0 = 1 − V ′(x), x ≥ x0.
¸´� »

² � �� ��� ������� ���� � ��� �� ��� ��������� �� ¨� ¾¾©½ � ©� ��� ����� �������� ��� �� �� �® ��

Vl(x0) = Vr(x0),
¸´ ·»

V ′
l (x0) = V ′

r (x0) = 1,
¸´´»

V ′′
l (x0) = V ′′

r (x0) = 0,
¸´º»

����� �����
Vl(x)

���
Vr(x)

������ ��� ��������
V (x)

���
x < x0

���
x ≥ x0

� ������������� À����

Vl(x) =
Λ

β
+ A1 eR1x −

(

A1 +
Λ

β

)

eR2x,

����

R1,2 = − µ

σ2

+
−
√

µ2

σ4
+ 2

β

σ2
.

���� ����
R2 < 0 < R1

���� |R2| > R1
� ��� �������� ��� ��� ����� ����

x ≥ x0
�� � �������� ���� ����� ��

Vr(x) = B1 + x.
°� ���� � �� ����� ��� ��������� ��� ���������� ¸´·»£ ¸´º» ���� �� ������ � �

Λ

β
+ A1 eR1x0 −

(

A1 +
Λ

β

)

eR2x0 = B1 + x0,

A1 R1 eR1x0 −
(

A1 +
Λ

β

)

R2 eR2x0 = 1,
¸´¼ »

A1 R2
1 eR1x0 −

(

A1 +
Λ

β

)

R2
2 eR2x0 = 0.

���
x0

�� ���

x0 =
1

R1 − R2
log

(

A1(x0) + Λ
β

A1(x0)

R2
2

R2
1

)

.
¸´Ã»

��� ��������
B1

�� ������ ���� ��
B1 = Vl(x0) − x0

��� ��� ���� �����
A1

�� � ���� �� ��� ��������

F (H) := H R1 eR1x0 −
(

H +
Λ

β

)

R2 eR2x0 − 1.

¡



� �� ��� 
 � ���� ���� �µ������� ¸´¼» ��� ¸´Ã» ������ �� �µ������� ¸º �´� » ��� ¸º �·¡» ���� ²������� ���
������  ·¢ ���

Λ = 0
�

� ��� ¸´Ã» �
F (H)

��� �� ��������� ��

F (H) = H
−R2

R1−R2

(

H +
Λ

β

)

R1
R1−R2



R1

(

R2
2

R2
1

)

R1
R1−R2

− R2

(

R2
2

R2
1

)

R2
R1−R2



− 1.
¸´
 »

�� ����� ���� �� ���� ����
x0 > 0

� ����� �� ��������� ���® ���� ��
A1 > 0

� � �� �
F (H)

��� �� ���� � ��������
���� ����� � ��� �� ��� ���������� ��

F (H)
�������� � ���

F (0) = −1
���

limH→∞ F (H) = ∞ �� ������
��� ���� � ³������� � ��� ���µ������ ��

A1
�� ���� � ����

F ′(H) =
H

R1
R2−R1

(

H + Λ
β

)

R1
R1−R2

(HβR1 − R2(Hβ + Λ))

(R1 − R2)(Hβ + Λ)



R1

(

R2
2

R2
1

)

R1
R1−R2

− R2

(

R2
2

R2
1

)

R2
R1−R2



 > 0.

����� � � �½ « � �¦©¾¦

V ∗(x) =

{

Λ
β

+ A1 eR1x − (A1 + Λ
β
) eR2x x < x0,

x − x0 + Λ
β

+ A1 eR1x0 − (A1 + Λ
β
) eR2x0 x ≥ x0,

¨ ¥ ©� « §� «ª«¦©¥¤¿« ¥¦§ �¨©ª©¿¯ � ¾ª
x < x0

� ¾¦ ¥�« ¨¾¿� ©¾¦ ©¾ ©½ « � �� «��¥©¾¦ ���� �
� ª¾¾� � °� ���� ������� �� ���� ����

Vl(x) =
Λ

β
+ A1 eR1x − (A1 +

Λ

β
) eR2x

�� �������� ������� � Ä������
V ′

l (x) = A1 R1 eR1x − (A1 + Λ
β
) R2 eR2x > 0

� �� ��� ����
V ′′

l (x) < 0
���

x < x0
� ������� ����

V ′′
l (0) = A1 R2

1 − R2
2

(

A1 +
Λ

β

)

< 0,

V ′′
l (x0) = 0,

V ′′′
l (x) = A1 R3

1 eR1x −
(

A1 +
Λ

β

)

R3
2 eR2x > 0.

��������
V ∗′

(x) > 1
���

x < x0
�

���� ������	 � � �¾ª «�«ª¯ ¥§� ¨¨¤¿« §� §«¦§ ¨©ª¥©«¬¯ L � ©½ « � �¦ ©¾¦ V ∗(x)
¾� �«�� ¥ � §¾� ¦¥©«¨

V (x, L)� V ∗(x) ≥ V (x, L)
� �«©

L∗ ¤« ©½ « ¤¥ªª«ª ¨©ª¥©«¬¯ ¬ �«¦ ¤¯ ©½ « ¤¥ªª«ª x0
� �½ «¦

V ∗(x) = V (x, L∗)
�

� ª¾¾� � Æ��
L = (Lt)t≥0

�� ��� ��� ������� ��������� ���� 	����� �� ������� � ��� ±����� �� �� �  ·È¢ � ��
���� ����

e−βt∧τV ∗(RL
t∧τ ) − V (x) −

∫ t∧τ

0

e−βs
AV ∗(RL

s )ds

�� � � ��������� � ��� ����������� ���� � �����
AV ∗(RL

s )
������� ��� ��®������� �� ��������� �� ��� ��� ����

RL
t = x + µ t +

∫ t

0 σ dWs − Lt

� �� ��� ��� ��������� �� ��� ���� ���� �� ��� ��� ���� ¸����� �� ���� ����
��� ���� ���� ����� ���� �������� ��������» �� ��� � ����������� °� ������� ���� Ä��� ��� ������  
 ¢ �

V ∗(RL
t ) − V ∗(RL

0 ) =

∫ t

0

V ∗′

(RL
s ) dRL,c

s +

∫ t

0

σ2

2
V ∗′′

(RL
s ) ds

+
∑

∆RL
s 6=0, 0≤s≤t

(V ∗(RL
s− + ∆RL

s ) − V ∗(RL
s−))

=

∫ t

0

µV ∗′

(RL
s ) ds +

∫ t

0

σV ∗′

(RL
s ) dWs −

∫ t

0

V ∗(RL
s )dLc

s

+

∫ t

0

σ2

2
V ∗′′

(RL
s ) ds +

∑

∆RL
s 6=0, 0≤s≤t

(V ∗(RL
s− + ∆RL

s ) − V ∗(RL
s−)),

·�



����� ��� �����������
c
������ �� ��� ���������� ��������� �� ��� ��� ���� � ���� ���� ��� ��� �� ��������

� ������
RL

s− + ∆RL
s ≤ RL

s−

� Ä���������� �� ����

E

(

e−β(t∧τ)V ∗(RL
t∧τ )

)

= V ∗(x) + E

(∫ t∧τ

0

e−βs

(

µV ∗′

(RL
s ) +

σ2

2
V ∗′′

(RL
s ) − βV ∗(RL

s )

)

ds

−
∫ t∧τ

0

e−βsV ∗′

(RL
s ) dLc

s +
∑

∆RL
s 6=0,0≤s≤t∧τ

e−βs
(

V ∗(RL
s− + ∆RL

s ) − V ∗(RL
s−)
)

)

.

���� ��� À�Â �µ������ ¸·È» �� ��� ���� ��� ®��� ��������� �� ��� ����� ���� �� �� ����� ���� −e−βs Λ
�

�����������
V ∗′ ≥ 1

� °� �������� � �� ���� �� ®�� � ����� ��� ��� ���� ���� ���� ��� ��� ��� � Â������
V ∗(x)

�� ������� � �� ��� �� ������� �� � �������� ���� �� ��� ����
kx + d

��� �� ��� ���� ���� ���� ��
������� ��

e−βt(d + k|µt + σWt|)
¸���� ���� ���

τ < t �� ��� ���
V ∗(0) = 0

» ��� ���� ���� ���������
�� ���� ���

t → ∞ �
����� �� ��� ������� � ���� �� ��� ���� �� ����� �� ��� ��������� � ���� � ��

RL
s −RL

s− = Ls−−Ls

� ��������
� ��� ��� ��������� �� ���

V ∗(RL
s− + ∆RL

s ) − V ∗(RL
s−) ≤ Ls− − Ls

� ��� �� ��� ������� �� ���
t → ∞��� �������� � ��� ��� ������ ����� �� ���

E





∫ τ

0

e−βsΛ ds +

∫ τ

0

e−βs dLc
s +

∑

∆Ls 6=0,0≤s≤τ

e−βs(Ls − Ls−)





= E

(∫ τ

0

e−βsΛ ds +

∫ τ

0

e−βs dLs

)

≤ V ∗(x).

���������
V ∗(x) ≥ V (x, L)

����� �
��� ���� �� ��� ������� ��������

L∗ ������� ����
x0

� �� ���� ����
RL∗

t ≤ x0
��� ���

t ≥ 0
��� ���������

��� ���� ���� �� ��� �� �� ����� RL∗

t = x0
� ���� ����

V ∗′

(x)I{x=x0} = I{x=x0}

� Â������
V ∗ �� �® ��� ���

À �Â �µ������ ¸·È» ���
x ≤ x0

�� ��� ���� 	����� �� ������� �

E

(

e−βt∧τV ∗(RL∗

t∧τ )
)

= V ∗(x) − E

(∫ t∧τ

0

e−βsΛ ds

−
∫ t∧τ

0

e−βsIRL∗

s =x0
dL∗c

s +
∑

∆RL∗

s 6=0,0≤s≤t∧τ

e−βs
(

V ∗(RL∗

s− + ∆RL∗

s ) − V ∗(RL∗

s−)
)



 .

���� ��� ������������ ��
V ∗ ���

L∗ ����� ��� ���� ������ ����
RL∗

s > x0
���

V ∗(RL∗

s− + ∆RL∗

s ) − V ∗(RL∗

s−) = V ∗(x0) − (RL∗

s − x0 + V ∗(x0)) = −RL∗

s + x0 = L∗
s− − L∗

s.

���������

E





∫ t∧τ

0

e−βsIRL∗

s =x0
dL∗c

s −
∑

∆RL∗

s 6=0,0≤s≤t∧τ

e−βs
(

V ∗(RL∗

s− + ∆RL∗

s ) − V ∗(RL∗

s−)
)



 = E

(∫ t∧τ

0

e−βs dL∗
s

)

.

²� ������ ��� �������� ���� � ��� ������� ��� ���
t → ∞ �� ��� ��� ������

V ∗(x) = E

(∫ τ

0

e−βtΛ dt +

∫ τ

0

e−βt dL∗
t

)

.

������ º ������� ��� ����� �� �������� ������ � ��� ��������� ��������� �� � �������� �� ������� �������
x��� ������� ������ ��

Λ
��� ������ ¼ ���� � ��� ������������� ����� �� ������� ������ �� � �������� ��

Λ
�

··
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� � ������� ��� ������ ��� ������������ � ����������
°� ��� ���������� ��� ��� ��¶����� ����� � ����� �� ������� ������� � ���� ���� �������� �� � ���� ��� ��£
� ����� �������� �������� � ��� ������������ ����� ���� �� ���� ����� �� ������������ ����������� ¸��� � �� �
À������� ��� ������  ·Ã¢» � ����� ��� ������� ������ �� ��� � ��������

0 ≤ 1−At ≤ 1
�� ��� ���� ��� � ¸��

��� ��¶����� ����� �� ��� �����
µ
» � ��� ��������������� �������������� ������� ��� ���� ¸�� ��� ��¶�����

����� ��� �����������
σ
» � ���� ����� �� ��� ����®�� ���� ��� ����

dRA
t = At µdt + At σdWt

��� ��� ����� �� ����������� ��������
A = (At)t≥0

� ² �������� �� ��� ������� �� �� �� �� ������� ��� ����
���

0 ≤ At ≤ 1
��� ���

t ≥ 0
� °� �� ������� �� ��� ��� ��� ����� �� ����������� �� �������� ��� ���� �������

�������� � ���� �����

V (x, A, L) = E

(∫ τ

0

e−βt dLt +

∫ τ

0

e−βtΛ dt
∣

∣

∣
RA,L

0 = x

)

����� ��� ��� ������� ����������
A

���
L
� À������ � ����� ���

Λ = 0
��� ����� �� ����������� �������� ��

�� ���� �� ��� ��� ���� ¸
A∗(0) = 0

» ��� ���� �� ���� ������� � ���� � ���� ���� ���� ��� ��� � ���� ��� ����
���������� ��� ���� ��� ����� �� ������ ������ ��� � ������ ������ Λ

β

���� ��� ������ ������� �� ���
����� �������� � Ä����µ������� ��� ����� �� �������� �� ��� ��	������ �� �� �� ���������� ���� ���

V ∗(x)�� ������ ����� �� ��� ����� ���
Λ = 0

¸������� ������ ���� �� À������� ��� ������  ·Ã¢» ���� Λ
β

� °� ���
���������� ��� ������ ��� À�Â �µ������ ���

Λ > 0
� ��� ����� ���������� �� ��	����� �� ��� ���� ���� ���

������� ���������
V ∗(0) = Λ

β

����������� ��� ���������� ������
Λ

�� ��� ��¶�������� �µ������� ������� ����
��� À�Â �µ������ �

	 ��{�� �� �{|�{��	 �}| {
� 
|�� �|��z~� �|� � }~��

°� ���� ������� �� � ��� ����������� ��� ������ �� ��� ����
Λ

��� ��� ����� �� �������� ������ ����� � ���
��� Ä���Å�£Æ������� ����� ¸·» � ����� �� �������� �� ����� � ������������� ����������� ����� ������� �
°� ��� Ä���Å�£Æ������� ����� ��� ����� �������� ���� ��� ������� ��� �������� ���������

V (0) = 0¸����� � ���� �� � ���� ��� ��� ����������� ����� ���� » ��� ����� �� ���� �� ���� ��� ������� ��������� �

� � ������� ��� ����� ���������
Æ�� �� ����� ����� � ��� ��� ���� �� � ������� �������� ���������

0 ≤ lt ≤ M
��� � �����

0 ≤ M < c
�

��� ��������� �� ��� ���������� ���� ������� ��� ���� �� ����� ��

Ag(x) = (c − l)g′(x) + λ

∫ x

0

g(x − y) − g(x) dFY (y).
¸´�»

��� g(x)
�� ��� ���������� ��

0
� ¹��� � ���� ��� �� ������� �� ����������� ��� ������� �� � �������

���� ������� ��� ���� ¸�� ����������� �� ���������� ��� ������ � ��� ��� ������ � ��	������ � �������� ��
����������� » � ��� ������� �� �� �� ����� �µ�� �� ��� ���� ����� �� � ««� ¨« � «©«ª� ¦¨© � ¥ª�¾� � ª¾«¨¨«¨
��� ±����� �� �� �  ·È¢ � ��� À�Â �µ������ �� ��� ������� ���� ����� �� ������ �

0 = sup
0≤l≤M

{

Λ + l + (c − l)V ′(x) + λ

∫ x

0

V (x − y)dFY (y) − (β + λ)V (x)

}

.
¸´È»

���� ��� �� �� �������
FY (y) = 1 − e−αy

��� ������ ��� �� ������� �� � �������� ���������� �������
�������� �� ¸´È» � Â������ �� ��� ��������� �� ��� �������

l �� ��� � ������� � ����
x0

����
V ′(x) > 1

���
x < x0

�
V ′(x0) = 1

���
V ′(x) < 1

���
x > x0

� ² � �� ¹������ º � �� �� � ������� ����
x0 = 0

� ����� �����
����������� ��� À�Â �µ������ ¸´È» �� �µ��� ��

0 = Λ + cV ′(x) + λ

∫ x

0

V (x − y)αe−αydy − (β + λ)V (x), x ≤ x0,
¸´¡»

0 = Λ + M + (c − M)V ′(x) + λ

∫ x

0

V (x − y)αe−αydy − (β + λ)V (x), x > x0.
¸º� »

·º



�µ������ ¸´¡» ��� �� ��������� ��

cV ′′(x) + (αc − (β + λ))V ′(x) − αβV (x) + αΛ = 0,

���� � ������� �������� �� ��� ����

Vl(x) =
Λ

β
+ A1 eR1x + A2 eR2x,

�����

R1,2 = − (αc − (β + λ))

2c
±
√

(αc − (β + λ))2

4c2
+

αβ

c
.

Ä������
R2 < 0 < R1

��� |R1| < |R2|
� Ä��������������� ¸º�» ��� � �������� �� ��� ����

Vr(x) =
Λ + M

β
+ B1 eS1x + B2 eS2x

����

S1,2 = − (α(c − M) − (β + λ))

2(c − M)
±
√

(α(c − M) − (β + λ))2

4(c − M)2
+

αβ

(c − M)
,

���
S2 < 0 < S1, R2 < S2

� ��� ����� �������� �� ������� �� Λ+M
β

� �� ����
B1 = 0

���
B2 < 0

�
°�

x0 = 0
¸� �� � �� �� ����� �� �� ��� ��������� �� ����

M
��� ��� ������� �������

x ≥ 0
» � ���� ��� �����

�������� ��� �� ���® �� ¸º�» ��� ���
x ≥ 0

� �������
Vr(x)

���� ¸º�» �����

Vr(x) =
Λ + M

β

(

1 − α + S2

α
eS2x

)

.

���� �������� �� ���������� ��� ������� � �������
α+S2 > 0

� °� �� ������ ��� ����� �� �������� ��
V ′

r (0) ≤ 1
�

����� ������� �� − (α+S2)
αβ

S2(Λ + M) ≤ 1
�

���� ��� �� �� �������� ��� �������� ���� − (α+S2)
αβ

S2(Λ + M) > 1
� ¹���� �� ���� � ��¶����������

�������� �� ¸´¡» ��� ¸º�» � ��� �� ���� ��� ����� �µ������� ���� �� ���� ��
x0

�

Λ

β
+ A1 eR1x0 + A2 eR2x0 =

Λ + M

β
+ B2 eS2x0 ,

¸º ·»

A1 R1 eR1x0 + A2 R2 eR2x0 = B2 S2 eS2x0 = 1.
¸º´»

� ��� ��� ��������
δ(M) := M

β
+ 1

S2

� �� ������ ���� ¸º ·»

x0 =
1

R1 − R2
log

(

−A2(x0)

A1(x0)

1 − δ(M)R2

1 − δ(M)R1

)

.
¸ºº»

²���� �� ���� ����������� ��� ��� ������� �� ��� ���� ������
Ai

��
x0

�� ��� ���� ��� �µ������ �� ���
��� ����� ��

x0

¸������� �� ��� ����
Λ = 0

» � � ����
x0

� ¸º ·» �������� � ��� ������������ ��
Vl

���
Vr

�� ¸´¡»
��� ¸º� » ����� ���� ��� ���� ������ ��� ��� �������� �� ��� ������ ������ �� �µ�������





eR1x0 eR2x0 −eS2x0

α
α+R1

α
α+R2

0
α eR1x0

α+R1

α eR2x0

α+R2
−α eS2x0

α+S2









A1

A2

B2



 =







M
β

−Λ
β

M
β






.

���� ��� ����� �µ������ ¸º´» �� �������� ���
B2 = e−S2x0

S2
< 0

¸����� ��������� � ��� ��� �������� ���� ���
������ ���� ��

V ′(x0)
������ ��� �µ���� ·» � ����

A1 =
(α + R1)(e

R2x0Λ(R2 − S2) − MS2)

αβ(eR1x0(R1 − S2) + eR2x0(S2 − R2))
,

A2 =
(α + R2)(e

R1x0Λ(R1 − S2) − MS2)

αβ(eR2x0(R2 − S2) + eR1x0(S2 − R1))
.

¸º¼ »

À���
A2 < 0

��� ��� ����� ��
x0

� ������� A1 > 0
��

x0 > 1
R2

log
(

MS2

Λ(R2−S2)

) �

·¼



����� � � �¾ª
M < c

� « ½ ¥�«
1

R2
< δ(M) <

1

R1
.

� ª¾¾� � 	 �®��
H(M) := δ(M) − 1

R1(M)

� ����
H(0) = 1

R2
− 1

R1
< 0

� ����

lim
M→c−

S2 = lim
M→c−

−α

2
+

(β + λ)

2(c − M)
− 1

(c − M)

√

α2(c − M)2 + (β + λ)2 − 2α(β + λ)(c − M)

4
+ αβ(c − M)

= lim
M→c−

−α

2
+

−α2(c−M)
4 + α(β+λ)

2 − αβ

(β+λ)
2 +

√

α2(c−M)2+(β+λ)2−2α(β+λ)(c−M)
4 + αβ(c − M)

= − αβ

(β + λ)
< 0

�� ���

lim
M→c−

H(M) =
αc − (β + λ)

αβ
−

(αc−(β+λ))
2 +

√

(αc−(β+λ))2

4 + αβc

αβ
< 0.

��� ������������ ��
H(M)

��
[0, c)

������ � ����

H
′(M) =

2λ

α2(c − M)2 + (β + λ)2 + 2α(β − λ)(c − M) − (αc + β − λ)
p

α2(c − M)2 + (β + λ)2 + 2α(β − λ)(c − M)
.

°����� � ���
(αc + β − λ) < 0 �� ����������� ����

H ′(M) > 0
� °� ��� �������� ����

(αc + β − λ) > 0��� ��������

(αc + β − λ) <
√

α2(c − M)2 + (β + λ)2 + 2α(β − λ)(c − M) ⇔
α2(c − M)2 + (β − λ)2 + 2α(β − λ)(c − M) < α2(c − M)2 + (β + λ)2 + 2α(β − λ)(c − M) ⇔

0 < 4βλ,

���� ��������
H ′(M) > 0

� À ����
H(M) < 0

���
M ∈ [0, c)

�
��� ��� ������ ���µ������� ��®��

H1(M) := δ − 1
R2

> 0
�

H ′
1(M) = ∂

∂M

(

M
β

+ 1
S2

)

= H ′(M) > 0
���

�����
H1(M)

�� �������� ���������� ���
M ∈ [0, c)

� ����������� � ���
M = βc

αc−λ
�� ����

δ = 0
� ���������

H1(0) = 0
���

H1

(

βc
αc−λ

)

= − 1
R2

> 0
��� ®�����

H1(M) > 0
���

M ∈ (0, βc
αc−λ

)
� ���

M ≥ βc
αc−λ

� ���
����

δ
�� � ������� ��� ��

(1 − δR2) > 0
���� ����� ��� ���� ���� �

���� ¸ºº» ��� ¸º¼» ��� ���� ����
x0

�� ��� �������� �� ��� ��������� �µ������

x =
1

R1 − R2
log

(

α + R2

α + R1

(eR1xΛ(R1 − S2) − MS2)

(eR2xΛ(R2 − S2) − MS2)

(β(R2 − S2) + MR2S2)

(β(R1 − S2) + MR1S2)

)

.
¸ºÃ»

� �� ��� 
 � ���� ���� ���
Λ = 0

�µ������ ¸ºÃ» ������� �� �µ������ ¸¡ �·Ã» �� ������ ��� ¹���  ··¢ �

����� � � �¾ª − (α+S2)
αβ

S2(Λ + M) > 1
«��¥©¾¦ ���� ½ ¥¨ ¥¦ �¦��« � ¾¨©�« ¨¾¿� ©¾¦ x0

�
� ª¾¾� � �� �������� �������� � ��®��

G(x) :=
1

R1 − R2
log

(

α + R2

α + R1

(eR1xΛ(R1 − S2) − MS2)

(eR2xΛ(R2 − S2) − MS2)

(β(R2 − S2) + MR2S2)

(β(R1 − S2) + MR1S2)

)

.

���� ����
β(R2 − S2) + MR2S2

β(R1 − S2) + MR1S2
=

1 − δR2

1 − δR1��� �������

lim
x→∞

G′(x) =
R1

R1 − R2
< 1.

·Ã



���� � ���� ���� ��� �����
x
�
G(x)

����� �� � ������ �������� � ��� ����� ���� ���� ��� � �����������

G′′(x) =
e(R1+2R2)x (−Λ3MR2

1S2(R1 − S2)(R2 − S2)
2) + e(2R1+R2)x(Λ3MR2

2S2(R1 − S2)
2(R2 − S2))

(R1 − R2) (eR1xΛ(R1 − S2) − MS2)
2
(eR2xΛ(R2 − S2) − MS2)

2

+
e(R1+R2)x(2Λ2M2S2

2(R1 − R2)(R1 + R2)(R1 − S2)(R2 − S2)) + eR1x(ΛM3R2
1S

3
2(S2 − R1))

(R1 − R2) (eR1xΛ(R1 − S2) − MS2)
2
(eR2xΛ(R2 − S2) − MS2)

2

+
eR2x(ΛM3R2

2S
3
2(R2 − S2)

(R1 − R2) (eR1xΛ(R1 − S2) − MS2)
2
(eR2xΛ(R2 − S2) − MS2)

2 > 0,

����� ��� ���� ������ �� ��� ����������� ���� � ��� �������� � À����
G(x)

�� ������ � °� ��� � ���� ��

x̂ = 1
R2

log
(

MS2

Λ(R2−S2)

) ����

lim
x→x̂+

G(x) = ∞.

°�
x̂ ≥ 0

¸����� ����� ���
S2 ≥ R2Λ

(Λ+M)

» ���� ������� ��� �� ������� �� � ���µ�� �������� ����
x0

��
x = G(x)

�
°�

x̂ < 0
¸� �� �

S2 < ΛR2

(Λ+M)

» � ��� ��� ��������

G(0) =
1

(R1 − R2)
log

(

(α + R2)

(α + R1)

(1 − δR2)

(1 − δR1)

ΛR1 − (Λ + M)S2

ΛR2 − (Λ + M)S2

)

.

À��� ��� ���� � �� ��� ����� ������ ��� �������� ���
G(0) > 0

�� �µ�������� ��

(α + R2)(1 − δR2)(ΛR1 − (Λ + M)S2) − (α + R1)(1 − δR1)(ΛR2 − (Λ + M)S2) > 0.

����
α + R1 > α + R2 > 0 �� ���� ���� ��� ���������� ����� �� ������� ����

M(R1 − R2)(α + R2)S2(β + (Λ + M)S2),

����� �� �������� �������

β <
αβ

(α + S2)
< −S2(Λ + M).

À����
G(0) > 0

��� ����� ��� �� ������� �� � ���µ�� ����
x0

��
x = G(x)

������ � �

����� � � �� − (α+S2)
αβ

S2(Λ + M) ≤ 1
©½ «¦

V ∗(x) =
Λ + M

β

(

1 − (α + S2)

α
eS2x

)

¨ ¥ §� «ª«¦©¥¤¿«� ¦ª«¥¨¦¬ ¥¦§ ¾¦ ¥�« ¨¾¿� ©¾¦ ¾� ©½ « � �� «��¥©¾¦ ���� �
�� − (α+S2)

αβ
S2(Λ + M) > 1� ©½ «¦

V ∗(x) =

{

Λ
β

+ A1 eR1x + A2 eR2x x ≤ x0,
Λ+M

β
+ B2 eS2x x0 < x,

� ©½ x0
©½ « �¦��« ¨¾¿� ©¾¦ ¾� ���� ¥¦§

A1, A2, B2
§«©«ª� ¦«§ ¤¯ ©½ « «��¥©¾¦¨ ¬ �«¦ ¥¤¾�«� ¨ ¥ §� «ª�

«¦©¥¤¿« ¦ª«¥¨¦¬ ¥¦§ ¾¦ ¥�« ¨¾¿� ©¾¦ ©¾ ���� �

� ª¾¾� � °� ���� ������� �� ���� ���� ��� − (α+S2)
αβ

S2(Λ + M) > 1
��� ������ ���

V ∗′

(x) > 1
���

x < x0
�

0 < V ∗′

(x) < 1
���

x0 < x
���

V ∗′′

(x) < 0
���

x ≥ 0
�

	�� ��
A1 > 0

�
A2 < 0

���
B2 < 0

� �������� � ���
V ∗′

(x0) = 1
���� ����� ���

x > x0
� ���

x < x0
�

V ∗′′

(x) < 0
������ � ��

x0 ≤ 1

R1 − R2
log

(

R2
2

R2
1

(α + R2)

(α + R1)

(eR1x0 Λ(R1 − S2) − MS2)

(eR2x0 Λ(R2 − S2) − MS2)

)

⇐⇒ R2
2(1 − δR1) > R2

1(1 − δR2).

·
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������ Ã � É���� �������� ���
Λ = 0, 0.5, 1, 1.5, 2

À������ � ��� ���� ���µ������ ����� � ������

R2
2(1 − δR2) − R2

1(1 − δR2) =

−

√

β2 + (αc − λ)2 + 2β(αc + λ)
(

β + λ − α(c − M) −
√

(α(c − M) − (β + λ))2 + 4αβ(c − M)
)

2c2
,

���
(

β + λ − α(c − M) −
√

(α(c − M) − (β + λ))2 + 4αβ(c − M)
)

< 0.

���� ������	 � � �½ « � �¦©¾¦ V ∗(x) ¬ �«¦ ¦ �«�� ¥ � � � ¿� ¿ ¿¨
V ∗(x) = V (x)

¥¦§ ©½ « ©½ ª«¨½ ¾¿§ ¨©ª¥©«¬ ¯
� ©½ ©½ ª«¨½ ¾¿§ ¿«�«¿

x0
¨ ¾� ©� ¥¿ ¥� ¾¦¬ ¥¿ ¿ ¥§� ¨¨¤¿« ¨©ª¥©«¬ «¨ � ©½ ¤¾�¦§«§ §«¦¨©¯ ¦ ©½ « ¥¨« ¾�

«�� ¾¦«¦©¥¿ ¿¯ §¨©ª¤� ©«§ ¿¥� ¥� ¾�¦©¨ � ©½ � ¥ª¥� «©«ª
α
�

� ª¾¾� � � �� ��� ��������� �� ��� ���������� ��� ���� ����� �� ¸´�» ��� ��� ���� �� ������� ��� ��� � ��� ��
�� ����������� º �
� ����� Ã ������� ��� ����� �������� ��� �� ����� �������

x
��� ������� ������ ��

Λ
��� ������ 
 ���� � ���

��������� ����� �� � �������� ��
Λ

��� ��� ����� ���� ���
α = 2

�
λ = 3

�
β = 0.03

�
c = 1.75

���
M = 1

� Á��
��� ����� ������� ����

x0
�� ���������� ��

Λ
�

� � ��������� ��� ����� ���������
°� ��� �������� ��������� �� ��� ������� � ��� ���� ������ À �Â �µ������ ����� �� �� ���� �

max

{

Λ + cV ′(x) + λ

∫ x

0

V (x − y)dFY (y) − (β + λ)V (x), 1 − V ′(x)

}

= 0.
¸º
 »

�� ����� �������� ��� ������� ���� �� ������������� ����������� ����� ������� ¸� ��� ����� ����
α
» ���

®��� ����� � ��� �� ������� �� � ������� ��¶���������� �������� �� ¸º
 » � ��� ������� ����� ����� ��� ®���
���������� �� ��� ����� �������� ����� �� �� ����� ���� ��� �� ����� ������� ��

x0
� ���

x > x0
�� ����

����
1 − V ′(x) = 0

� ����� ����������� �����
V (x) = x + B2

��� ���� ��������
B2

� ���
x ≤ x0

� �� ����
�� �����

Λ + cV ′(x) + λ

∫ x

0

V (x − y)α e−αydy − (β + λ)V (x) = 0,
¸º�»

����� ��� �� ��������� ��

cV ′′(x) + (αc − (β + λ))V ′(x) − αβV (x) + αΛ = 0,

·�
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x0HLL

������ 
 � Â������ �� �������� ��
Λ

���� ������� ��������

Vl(x) =
Λ

β
+ A1 eR1x + A2 eR2x,

����� ��� ��������� {R1, R2}
��� ����� ��� ����� �� ��� ������� ���

P (R) = cR2 + (αc − (β + λ))R − αβ.

¹����������� �� ¸º�» ���� ����� ��

A2 = −α + R2

α

(

α

α + R1
A1 +

Λ

β

)

.

�� ��� ���� �� ®�� � ��¶�������� �� �������� � ��� ������������� ������� ���������� ��
x0

����
B2 =

−x0 + Vl(x0)
���

V ′
l (x0) = 1

� � �������

A1 =
(α + R1)(αβ + eR2x0ΛR2(α + R2))

αβ(eR1x0R1(α + R1) − eR2x0R2(α + R2))
.

�� ��� ����� ����� �� �� ���������� ��������� �� ������ ���
x0

� °� ��� ��¶����� ���� �� ¹������ º �´ � ����
���������� ��������� ��� ��� ��µ���� �� � �� ��� ��¶���������� �������� � ��������

V ′′(x0) = 0
� À��� ��

�� ��� ���� ������ ����������� �� ��� �µ������� � � ����������� �
V ′′(x0) = 0

���� ����� ��� �� � � ���
����������� ��������� �� ���� ���� � ²���� �� ���� ���� ���� ��� ���� ������ {A1, A2}

��� ��������� ��
��� �������

x0
� 	 ����� ���� ������� ��

b
��� � ������ � ¹�� � ������������ ���� ���� ��� ����� �� �������

������ �� ���� ������ ���� �� �������

∂

∂b

(

Λ

β
+ A1(b) eR1x + A2(b) eR2x

)

= − (α + R1) eR1x − (α + R2) eR2x

R1(α + R1) eR1b − R2(α + R2) eR2b
V ′′

b (b) = 0,
¸ºÈ»

����� Vb(x)
�� ��� ����� �������� ��������� �� � �� ���®�� �������

b
� ����� ��

Vb(x) =

{

Λ
β

+ A1(b) eR1x + A2(b) eR2x x ≤ b,

x − b + Vb(b) x > b.

��� ����� ������ �� ��� �����£���� ���� �� ¸ºÈ» �� �������� �������� � ��������� �� ���� �� ®�� � ���� ��
V ′′

b (b)
�� ������ ��� ����� �� ������� � °� ��� �� ���� ��� �� � ��� ���� ����

V ′′
b (b)

��� �� ���µ�� ���� ������
��� ����� �� ����� �������� ��� ��������� ��� ����� �� ������� �

V ′′
b (b) = 0

�� �µ�������� ��

A1 R2
1 eR1x0 + A2 R2

2 eR2x0 = 0,

����� ����� ��

x0 =
1

R1 − R2
log

(

R2
2

R2
1

(α + R2)

(α + R1)

(αβ + eR1x0(α + R1)ΛR1)

(αβ + eR2x0(α + R2)ΛR2)

)

.
¸º¡»

·È



� �� ��� � � ���
Λ = 0

� �µ������ ¸º¡» ����� ������� �� �µ������ ¸Ã �´ �
 » �� ������  ¡¢ �
����� �� � ��

αλ(c + Λ) − (β + λ)2 ≤ 0
©½ «¦

V ∗(x) = x +
c + Λ

β + λ
,

¨ ¥ ¨¾¿� ©¾¦ ¾� ���� �
��

αλ(c + Λ) − (β + λ)2 > 0� ©½ «¦ ©½ « � �¦©¾¦

V ∗(x) =

{

Λ
β

+ A1(x0) eR1x + A2(x0) eR2x x ≤ x0,

x − x0 + V ∗(x0) x > x0

¨ ¥ ¾¦¥�« ¨¾¿� ©¾¦ ©¾ ���� � �½ «ª« x0
¨ ©½ « �¦��« ª¾¾© ¾� «��¥©¾¦ ���� �

� ª¾¾� � �� ����� � ��� ������� �� ��� ����
αλ(c + Λ) − (β + λ)2 ≤ 0

� °� �� ������� ����
V ∗(x) = x + c+Λ

β+λ������
1−V ∗′

(x) = 0
� ���� �� ���� �� ���� ���� ��� ®��� ���� �� ��� ���� ���� ���� �� ¸º
» �� ��� �������� �

¹�����������
V ∗(x) = x + c+Λ

β+λ

���� ¸º
» �� ���� ���� �� ���� ����

(

e−αx − 1
) βλ + λ2 − αλ(c + Λ)

α(β + λ)
− βx ≤ 0,

����� ������� ����� �� ���� � � ���
βλ + λ2 − αλ(c + Λ) ≤ −β(β + λ) �� ������ ����

(

e−αx − 1
) βλ + λ2 − αλ(c + Λ)

α(β + λ)
≤ β

α

(

1 − e−αx
)

≤ βx.

���� ���� ��� ������ ���µ������ �� ������ ���
x > 0

� Á� ��� ������� ¸����� �� �µ��� �� ����» � � ��� ���� � ��
¸º
» ��� �µ��� �� ���� � ����� ���

x > 0
��� ®��� ��� �� �������� �������� �

���� ��� �� �� ���� � ��� ��� ����
αλ(c + Λ) − (β + λ)2 > 0

� À���
x + (c+Λ)

(β+λ)

�� ��� � �������� �� ¸º
» �
��� ®��� ���� �� ��� � ������ �� ¸º
» �����

(

1 − e−αx
) αλ(c + Λ) − (β + λ)λ

α(β + λ)
− βx,

¸¼� »

����� �� ���� ���
x = 0

� ��� ���

0 ≤ x <
1

α
log

(

αλ(c − Λ) − (β + λ)λ

β(β + λ)

)

,

��� ®��� ���������� �� ¸¼�» �� �������� �������� ��� ��������� ��� ®��� ���� �� ��� � ������ �� ¸º
» ��
�������� � �� ���� ��� ����

x + (c+Λ)
(β+λ)

���� ��� ����� ¸º
» �
� ��� �� ���� ���� ¸º¡» ��� � ���µ�� �������� �������� ������� ��

x0
� Æ��

F (x) :=
1

R1 − R2
log

(

R2
2

R2
1

(α + R2)

(α + R1)

(αβ + eR1x(α + R1)ΛR1)

(αβ + eR2x(α + R2)ΛR2)

)

.

�� ����

lim
x→∞

F ′(x) =
Λ2R2(α + R2)(R1 − R2) + αβR1

αβ(R1 − R2)
< 1.

Ä����µ������� ��� ����� ������ ��
x
��� ����� ���� ���� �� ¸º¡» ���� � �������� � ��� �� ����� ���� � ���� ���

���� ���� ���� � �� ���� � ������� �������� �� ���� ��
F (x) > x

� ��� ����
x > 0

�
��� ��������� �� ��� ��������� ����� �� �������� � ����������� � ��� ����� ������ �� �������� ���

x > x̂�����

x̂ =
1

R2
log

( −αβ

λR2(α + R2)

)

���
lim

x→x̂+
F (x) = ∞.

·¡



²� ������ �� ������ ���
x̂ ≥ 0

��� �� ������� �� � �������� ����
x0

�� ¸º¡» � ���
x̂ < 0¸� �� �

ΛR2(α + R2) + αβ > 0
» � ��������

F (0) =
1

R1 − R2
log

(

(αβ + ΛR1(α + R1))R
2
2(α + R2)

(αβ + ΛR2(α + R2))R2
1(α + R1)

)

.

����
F (0) > 0

��

(αβ + ΛR1(α + R1))R
2
2(α + R2) − (αβ + ΛR2(α + R2))R

2
1(α + R1) =

αβ
√

β2+2β(αc+λ)+(λ−αc)2

c2 (αλ(c + Λ) − (β + λ)2)

c2
> 0,

����� ����� ����� ��� ���������
αλ(c + Λ) − (β + λ)2 > 0

�� ��� ����� � �������� ��� ���µ������ ��
x0�� ���� � �� ��������� ����

F ′′(x) > 0
��� ����� ������ ��� ��

F (x)
� ����� ��� �� ���� �� ��� � ���������

� ����� ������� �
���

x ≥ x0
� ��� ��������� ��

V (x)
�� ������� � ���

x < x0
��� ®��� ��� ������ ����������� ���

V ′(x) =
eR1x R1(α + R1)(αβ + eR2x0 ΛR2(α + R2) − eR2x R2(α + R2)(αβ + eR1x0 ΛR1(α + R1))

αβ(eR1x0 R1(α + R1) − eR2x0 R2(α + R2))
,

V ′′(x) =
eR1x R2

1(α + R1)(αβ + eR2x0 ΛR2(α + R2) − eR2x R2
2(α + R2)(αβ + eR1x0 ΛR1(α + R1))

αβ(eR1x0 R1(α + R1) − eR2x0 R2(α + R2))

���
V ′(x) > 0

�� ���� � � ² ��� � ��� ��®������ ��
x0

�� �����
V ′′(x) < 0

���
x < x0

��� � �� ��������� ������ �
�� ��� ����

V ′′(x) > 0
���

x > x0
� ���������

x0
�� ��� ���� ���� ��

V ′′(x)
�

���� ������	 ��� �¾ª «�� ¾¦«¦©¥¿ ¿¯ §¨©ª¤� ©«§ ¿¥� ¥� ¾�¦©¨ �� ©½ � ¥ª¥� «©«ª
α
� ¥ ¤¥ªª«ª ¨©ª¥©«¬ ¯

½ ¥ª¥©«ª� «§ ¤¯ x0
¨ ¾� ©� ¥¿ ¥� ¾¦¬ ¥¿ ¿ ¥§� ¨¨¤¿« ¨©ª¥©«¬ «¨ ¥¦§ ©½ « � �¦©¾¦ V ∗(x)

§«� ¦«§ ¦ �«�� ¥
�� ¨ ©½ « �¥¿�« � �¦ ©¾¦ V (x)

�
� ª¾¾� � Â������ ����� ��� ����������� �� ��� ����������� � ���µ�� �������� �� ��� À �Â �µ������ ¸º
 »
������ � ��� ������ ��� �� ������ �� ������� ��� ���� ��� �� �� ����������� Ã �
� ����� � ���� �

V (x)
�� � �������� �� ������� �������

x
��� ������� ������ ��

Λ
� ������� ������ È ������� ���

����� �� ������� ����� �� � �������� ��
Λ

��� ��� ��� � ��� �� ����� ����� ������� ��� ������� Ã ��� ������

 � � ������� � ����� ¡ ���� � ��� ������������� ����� �� ��� ����� ���������� ��������� ��� ����� ������ ��
Λ

¸����� Λ = 0
����� ������ �� ��� ���� �� ���� �������� � ���� ������� » � ² ������� ��� ��� ��������

���� ��� � ����� � ���������� ������� �������� ��� ����������� ����� ������� ��� ��� �������� �� �����
�� Æ�� �� �� �  ·�¢ ��� �� ����������� �� ���� ������� ��� ��� ���� ������ ������ ��

x0(Λ)
����� ��� ���������

�������� �� ������ ·� � ² ���������� �� ������� ¡ ��� ·� ������� ���� ��� ��� ���� ��� �� ���������� ���
�������� �� ��� �������

x0
��� �� � �������� ����� ��

Λ
����� �� � ���� ������ �������� ���� ��� � �������

��� �������� ��������� �� � ������� �

� 
}z� ����}z

��� ��������� �������� �� ��� ������� �� ����� ����� �������� ������ ����� �� ����� ���� ���� ��� ���� ���
������� � �� ��� ��������� ���������� ���� ��� ���� ���� ������� � ³��� ���� ���� � ��������� �� ��� ���������
�� � ���� ����� ��� �������� ���������� ��������� ����� ���� � �� ������� ���������� �� ��� �� ����� �� ��
����������� ��� ��� ��� ������ ������� �� ��������� ��� �� ���� �� �� � °� �������� � ��� � ���� �� ���������
������� ���®�������� ��� �������� � ���� � � ���������� � °� �� �� ����� � �� ��� �� ��� �� � ������ ��������
� ���� ���� ��	���� ��� ������� � �� ��� ���������� ���� ��� ���� � ��� �� ���®� ������ �� �� �� ���� ����� � ��
������ �������� ����������� ��� ��� ����� �������� ��� ��� ����� �� �������� ���� ��� ������� ��� ���� ��
� ������� �� � ��¶����� �� � ��������� ���� ��� ���� � ��� ������������� ����������� ����� ������� � �����
������ ��� ����������� ����� ������ ������������ �� ��� ������ ���� � ��� ¸�� ������� �� ��� ��������� � ��£
�� ������� ������� � ��� ���� �������� � ���� ������� � �� � ²���� ��� ³����  ´¢ ��� ¹��� ����  ´´¢» ���� ��
�������� ���������� ���������� ���������� ���� ��� ���£���µ������ �� ��� �������� �� ��� À�� �����£������£
Â���� �� �µ������ ��� ��¶������������� ���� ������ �� ��� ����� �������� � Á�� � ���� ������ ���� � �� ��� ���
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���� �������� � ���� ������� � ���� ���������� � ��� ����®�� ����� ��� ���� ����� �� � ��� �� ����� ���� ���
������ �������� �
Ä������� ��� ���� �� ��� ������ ����� ����

Λ
��	���� ��� ���������� �� ��� ������� � �� ��� ���������� �������

��� ���� �������� �� ��� ������ �� �������� ������ ��������� � ² ���������� �� ������� ¡ ��� ·� ���� �
���� ��� ������ ��

Λ > 0
���� ���� �� � ������ � ���� ��������� �� �������� ���������� �������� ��������

���� �������� �� ��� ��������� ����
Λ = 0

� ��� �������� ���� ��� � ����� ��� ������������� ����®��
����� �� �������� ��� �� ��������� �������������� ���� � ���� �������� ���� ��� ��������� �� � ������ ��������
��� ����� �� �������� ���� ��� � ��� ��� ��������� �������� ���������� ������ � � �������� � ��� ����������
������ �� ��� �� � ������ �������� �� ���� ����� ��� �� ����������� �� � �������� ����� �� ���� ��������� ����
����� ����� � ��� ��������� ��������� � �������� ���������� � ���� ������� ���� ��®��� ������ ��������� ��
��� ��������� �� ��� ������� �� ���� �� �� � ������ ��������� ���� ������� ��� ��®��� �� �� �� ��� �����
����£������� µ��������� �

���	�� ������ �	��

��� ������� ����� ���� �� ����� À���� ���� ¹��� ���� ��� �� ��������� ������� ��� ������� �������� ��
������� ��� ������������ �� ��� � ��������� �

� ���|�z���

 ·¢ ¹ � ² ������� ��� ³ � ������ � Ä��������� ��¶����� ������ ��� ����� �� �������� ���£��� � �¦¨�ª¥¦ «
� ¥©½ � � ¾¦¾� �� ´� ¸·» �·� ·Ã � ·¡¡� �

 ´¢ �� ²���� ��� � � ³���� � Á���� �� ����������� ��� �������� ������������ �������� �� ��� Ä��� Å�£
Æ������� ����� � � ¥©½ � � ¦¥¦ «� ·Ã ¸´» �´
 ·�º�È � ´��Ã �

 º¢ � � Â������ � ²����� �� ����� �� ����� �� ����������� ��� �������� ������ �������� � � ¥©½ � � ¦¥¦«�
·¼ ¸·» � ¡¡� ··º � ´��¼ �

 ¼¢ � � Â������������ � Á� ����� ������� �� �������� 	�� ��� � ������� �� ��� �������� �� ��µ��������
����� � 	¾ª� ¦¬ � ¥� «ª� ´��º �

 Ã¢ ¹ � Â����� � Á���� �� ������� ��� �������� ��� � ®�� � ��� � ������ ���� ��� ���� � ����������� �������
��� � ���� ����� ��� ����������� �� ���� � � ¥©½ � 
� «ª � � «¨ �� ´� ¸¼» �¡º��¡ÃÈ � ·¡¡Ã �
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���� � ·¡¡º �

 È¢ � � ����� ��� �� �������� � ±��� ������������� �� ��� �������� �� ��������� ������� ����� ��� ����� ��
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�������� �� ��� ������£¹��� ���������� ������� ®������ � �¦¨�ª¥¦« � ¥©½ � � ¾¦¾� �� ºº ¸º» �ÃÃ·£Ã

 �
´��º �

 ·È¢ � � ±����� � À � ¹��� ���� � É � ¹��� ��� � ��� � � ������� � � ©¾½ ¥¨© � ª¾«¨¨«¨ � ¾ª ¦¨�ª¥¦ « ¥¦§ � ¦¥¦«�
� ���� ¹����� �� ����������� ��� ¹��������� � ���� � ���� Ç ¹��� Æ�� �� Ä��������� � ·¡¡¡ �

 ·¡¢ À � ¹��� ���� � Á���� �� ������������ ����������� �������� �� � ����� �� ������� � � ¥¦§ � � ©�¥ª � � ��
¸·» �ÃÃ�
È � ´�� ·�

 ´� ¢ À � ¹��� ���� � Á� � ���� ����� ��� ���� ����������� �� ������� ��� ��� ���� ������� � �¦¦ � ��� ¿� � ª¾¤¥¤��
·´ ¸º» �È¡��¡�� � ´��´ �

 ´ ·¢ À � ¹��� ���� � � � �¨¾¦ ��� ª¾� � ¥©¾¦¨ � �¦ � �«�¬ «¿¨� � �� � ¥¦§ ��¦§©� � � �«§ �� �¦¯¿¾� «§¥ ¾�
� ©�¥ª¥¿ � «¦«¨� �¾¿� � � � � � ���� ��� ¹��� � Ä��������� � ´��¼ �

 ´´¢ À � ¹��� ���� � 
� ©� ¥¿ ¾¦©ª¾¿ ¦ ¦¨�ª¥¦ « � ¹������� � Â����� � ´��
 � �� ������ �
 ´º¢ ¹ � � � ¹����� � � � �� Æ�������� ��� 	 � �� ����� � Á���� �� ����������� ��� ������� ��¶������ � ���

������ ��� ��� ��	������ �������� � ���� �� �¾¦©ª¾¿ 
� ©� �� ´´ ¸·» �ÃÃ� �Ã � ·¡È¼ �
 ´¼¢ ³ � ° � ������ � Á���� �� ���� ��� �������� ������������ ������� � ����� ��� �� ��������� ��������

� ¥©½ � � «©½ ¾§¨ 
� «ª � � «¨ �� Ã ·¸·» �·�¼´ � ´��� �

´º


