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Einleitung 

G bezeichne eine diskrete Gruppe und BG ihren klassifizierenden Raum; BG 
ist ein Eilenberg-MacLane-Raum K(G,1) und ffir alle n > 0  ist die singul~ire 
Cohomologiegruppe I-P(BG; 7/) natfirlich isomorph zur algebraisch definierten 

Cohomologiegruppe H"(G;Z) der Gruppe G. Es sei p: G~GL~2= U GLInt2 
m = l  

eine Darstellung yon G; B p: BG-~BGLII~ induziert den Homomorphismus 

Bp*" H*(BGLC; Z) =;g[-cl, c2, c 3 . . . .  ] ~ H*(BG; Z), 

wobei die Klassen cj 0"> 1) die universellen Chern-Klassen sind. Ffir j >  1 ist 
die j-te Chern-Klasse der Darstellung p folgenderweise definiert: cj(p):= 
Bp*(cj)~H2J(BG;Z). Die Chern-Klassen von p sind die Chern-Klassen des 
zu p assoziierten flachen komplexen Vektorbiindels ~(p) fiber dem klassifizie- 
renden Raum BG. 

Sei nun p eine ganzzahlige Darstellung der diskreten Gruppe G: 

p: G ~  GLZd~GLC, 

wobei i die tibliche Inklusion bezeichnet. Diese Darstellung induziert den Ho- 
momorphismus 

B p* : H* (BGL~2; Z) Bi* H* (BGLZ; Z) 8~*> H*(BG; ;g). 

Wir definieren cj(GLZ):=cj(i)=Bi*(cj)~H2J(BGLZ; Z), j >  1. Diese Chern- 
Klassen cj(GL71) sind Torsionsklassen ffir alle j >  1 (vgl. [8] oder [10]). Wegen 
ci(p)=BO*(cj(GLZ)) ist die Ordnung von cj(GLZ) eine obere Schranke ffir die 

Ordnung von cj(p). Da die Inklusion GL~g d-~GLC selbst auch eine ganzzahli- 
ge Darstellung ist, ergibt die Ordnung von cj(GLT,) die beste obere Schranke 
'fiir die Ordnung von cj(p) ffir alle ganzzahligen Darstellungen p von diskreten 
Gruppen. 
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Deswegen interessieren wir uns in dieser Arbeit fiir die Ordnung von 
cj(GLZ) in H2J(BGLZ;Z),j>I. Es ist schon bekannt, dab cj(GLZ) die Ord- 
nung 2 besitzt, wenn j eine ungerade Zahl ist; das kommt aus der Untersu- 
chung der Chern-Klassen der Darstellungen der zyklischen Gruppe der Ord- 
hung 2 und aus der Tatsache, dab c~(GLZ)=(-1)Jcj(GLZ) ftir alle j > l ,  d.h. 
2cj(GLZ)=O ftir ungerade j ist. 

Es geniigt also dieses Problem ftir gerade j zu behandeln. In diesem Fall 
haben wir schon einige Informationen. Eckmann und Mislin haben die Ord- 
nung der Chern-Klassen der Darstellungen endlicher Gruppen untersucht (vgl. 
[7]). Daraus folgt, dab die Ordnung von cj(GLZ) ein positives Vielfaches yon 

Bj bezeichnet (B~ ist die j-te Ej fiir gerade j ist, wobei E~ den Nenner yon j -  

Bernoullische Zahl: B _ !  B - ~  �9 E2=12, E~=120 . . . .  ). Andererseits ist 2 - - 6 ~  4 - - - 3 0 ~ ' " ~  

2Ej eine obere Schranke ftir die Ordnung von cj(GLZ) nach [8] oder [10]. Fiir 
gerade j stellt sich also die Frage, ob cj(GLZ) die Ordnung Ej oder 2Ej in 
H2J(BGLZ; ~.) besitzt. 

Der erste Teil der Arbeit befaBt sich mit dem Fall j = 2  (E2= 12): wir be- 
stimmen die Cohomologiegruppe H4(BGL7Z;Z) und zeigen, dab c2(GLTZ ) ein 
Element der Ordnung 24 in H'*(BGL2g; 7Z) ist. In dem zweiten Teil beantworten 
wit die obige Frage fiir j=2mod4:cj(GLZ) hat die Ordnung 2Ej in 
HZJ(BGL71;Z). Als Anwendung betrachten wit in dem dritten Teil die ganz- 
zahligen Darstellungen der Kongruenzuntergruppen F,, (m>2) und beweisen 
gewisse Resultate fiber die Ordnung ihrer Chern-Klassen, besonders der zwei- 
ten. SchlieBlich behandeln wir im Anhang das analoge Problem der Ordnung 
der Chern-Klassen yon rationalen Darstellungen diskreter Gruppen. 

Die vorliegende Arbeit ist eine Zusammenfassung meiner Dissertation [2], die ich unter der 
Leitung yon Herrn Professor Guido Mislin ausgeftihrt habe. An dieser Stelle m6chte ich ihm fiir 
seine Anregungen und wertvollen Ratschl~ige meinen herzlichen Dank aussprechen. 

1. Die  Ordnung von c2(GLZ) in H4(BGLZ; Z) 

Wir wollen zuerst bestimmen, ob die Ordnung von c2(GL7Z ) in H4(BGLZ;Z) 
gleich 12 oder 24 ist. Daftir ben6tigen wir einige Vorbereitungen. 

Lemma 1.1. H r (BGLZ; Z) ~ H 3 (BGLZ; Z). 

Beweis. Aus einem Ergebnis von Borel [3] folgt, dab H4(BGLZ;Z) und 
H3(BGLZ; 2g) Torsionsgruppen sind; da BGLZ ein CW-Komplex mit endlichen 
Skeletten ist, sind diese Gruppen endlich. Die Behauptung folgt dann aus dem 
universellen Koeffizienten-Theorem. 

Um die ersten Homologiegruppen von BGLZ und BSIZ zu berechnen, be- 
trachten wir die +Konstrukt ion von Quillen, welche die R~iume BGLZ + 
und BSLTI + liefert. Aus den Eigenschaften der + Konstruktion folgt: 

H1BGLZ + ~-GL2~/SL~.~/2Z und H1BSLZ + ~-SLZ/SLZ=O. 

An dieser Stelle brauchen wir folgendes Lemma. 
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Lemma 1.2. BGLZ + ~-BSL7I + x BTZ/271.. 

Beweis. Aus [2], S. 7 oder [14], S. 351, (d) folgt die Homotopie-Nquivalenz 

BSLZ+~-BGLZ +. Wit haben also die Faserung B S L Z + ~ B G L T I + ~ B Z / 2 Z .  
Weil BGLZ + ein H-Raum ist und well es einen Schnitt BZ/271~BGLZ + gibt, 
gilt dann BGL~, + ~-BSLZ + x BZ/2~,. 

Wegen Lemmal .2  gilt II,  BSLZ + ~ K n z  for n>2, insbesondere 
H~BSLZ + _-__Z/2Z und I13BSLZ + ~ Z / 4 8 Z  (vgl. [12]). 

Lemma 1.3. 
H 1 (BSLZ; Z) ~ H 1 (BSLZ +; Z) = 0 

H 2 (BSLZ; Z) ~- H 2 (BSLZ + ; 77) ~- Z/2 77. 

Beweis. Da BSL71 + einfach zusammenh~ingend ist, gilt HI(BSLZ+;TZ)=O und 
der Hurewicz-Homomorphismus liefert einen Isomorphismus 

H2(BSLTI + ; Z ) ~ H  2 BSL77 + ~-Z/277. 

Lemma 1.4. Ha(BGLTI; Z)~-Ha(BSLZ; Z)@2Z/2~.  

Beweis. Nach Lemma 1.2 und dem Ktinneth-Theorem gilt: 

Ha(BGLZ; Z) 

H a (BSLZ + ; Z) �9 H2 (BSLZ + ; Z) | 77/2 77 �9 Ho (BSLZ + ; Z) | Z/2 Z 

H a (BSLZ; Z) @ 2 Z/2 Z. 

Bemerkungen. a) Es geniigt also H3(BSLZ; Z) zu bestimmen, um H4(BGL77; Z) 
zu kennen. Analog wie oben k6nnen wit zeigen, dab H3(BSLZ;Z)~- 
H4(BSLZ;Z)  ist. Der n~chste Satz wird diese Gruppe bestim- 
men. 

b) Wie far GLZ definieren wir cj(SLTZ) als die j-te Chern-Klasse der Inklu- 
sion SLTI ~--~GLC, j > 1. Wegen H2(BSLZ; 77) ~_ HI(BSL7Z; Z) =0 ist c~(SLTZ) = O. 
Sonst gelten die folgenden Resultate auch for cj(SLZ): 

- Die Ordnung yon cj(SLZ) ist gleich 2 far ungerade j, j > 3 .  
- Die Ordnung yon cj(SLZ) ist gleich Ej oder 2Ej ffir gerade j; insbesondere 
ist die Ordnung yon c2(SLZ ) gleich 12 oder 24. 

Wir k6nnen nun den Hauptsatz dieses Abschnitts beweisen. 

Satz 1.5. H4(BSLZ; TZ) ist eine zyklische Gruppe der Ordnung 24, erzeugt dutch 
c2(SL2~, ). 

Beweis. a) Es bezeichne K den Raum BSL77 +. Weil K ein einfach zusammen- 
h~ingender CW-Komplex ist, k6nnen wir folgende exakte Sequenz yon White- 
head [16] verwenden: 

~ H,+~(K;~)~F, (K)  ~ It, ... , H ,K- - - -~  H , ( K ; ~ ) ~  ... 

. . . ~ F s ( K  ) o >FIB K m, H3(K;2~)~O~H2 K uu H2(K;2~)_~0" 
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Hier bezeichnet F~(K) das Bild des durch die Inklusion K n-1 ~--~K ~ induzierten 
Homomorphismus H . K " - ~ H ~ K  ~, wobei K ~ das n-Skelett yon K ist; Hu ist 
der Hurewicz-Homomorphismus und ~b wird durch die Inklusion K ~ ~--~K indu- 
ziert. Um H3(K; 7/,)zu bestimmen, betrachten wir diese exakte Sequenz 

. . .~F3(K)  4, , /73K ~i~, H3(K;~g ) 

und untersuchen das Bild von (b. Der Homomorphismus qb ist folgenderweise 
definiert (vgl. [16]): die Inklusionen K 22-~K3 d*K induzieren 

/73K 2 i*~/73 K3 J*~M3K; 

F3(K)=Bild i, und q5 ist die Zusammensetzung der Inklusion F3(K)~-~/73K3 
mit j , :  

//3 K2 i, J* /I3 K3 ~'/13 K 

F3(K) 

bezeichnen wir mit ~ die Inklusion K2~--,K, so gilt Bild O = B i l d ( j , . i , )  
= Bild c%. 

Well K=BSL• + ein einfach zusammenhiingender CW-Komplex ist, exi- 
stiert eine homologische Zerlegung yon K (vgl. [6]). Es ist m~Sglich, die Homo- 
topie-Aquivalenz K 2 _~S 2 fiir eine geeignete Zellenzerlegung yon K zu beweisen. 
Deswegen ist /73 K2 ~ H 3  $2 ~7~. 

Es bezeichne [0] eine beliebige Homotopieklasse yon /73 K 2, repfiisentiert 
durch 0: $3--,S 2 und [c~] die Klasse yon /72K, welche durch ~ repr~isentiert 
wird. Da %: /73 K2---~/-/3 K durch c~ induziert ist, haben wit %( [0 ] )=  [~]. [01. 

Es gilt die Gleichung (2[o~]).[O]=2([c~].[O])+Ho([O])[[c~],[c~]] , wobei 
H0([0]) die Hopf-Invariante yon [0] und [ , ]  das Whitehead-Produkt bezeich- 
net (vgl. [151, S.494). Wegen /72K'_~Z/2Z ist abet 2[c~]=0 und es gilt 
[[~], [~]] =0, da K ein H-Raum ist (vgl. [15], S. 475). Folglich ist 2 % ( [ 0 ] ) = 0  
in FI3K fiir alle [0]E/73 K2, d.h. Bi ld~b=Bi ld%~Z/22g oder 0. 

Die exakte Sequenz ... ~ F 3 ( K  ) 4, ,/73 K u ,  H 3 ( K ; Z  ) liefert uns dann 
wegen /73K~2g/48Z, dab H 3 ( K ; Z  ), also auch H4(BSLZ;Z), eine zyklische 
Gruppe der Ordnung 24 oder 48 ist. 

b) Schliel31ich betrachten wit die Reduktion modulo 2 

red2: H4(BSLZ; 7l) ~ Hg(BSLZ; Z/22~), 

deren Bild isomorph zu 2g/2Z ist. Die Chern-Klasse ca(SL71)~H4(BSLZ; Z) ist 
eigentlich so definiert: c a(SLZ):=c2(i*(7)| wobei ~ das reelle universelle 
Biindel und i die Abbildung BSL2g~BGLIR bezeichnet. Bekanntlich gilt dann 
red2(c2(SL~E))=w2(i*(7)). Aus [13], S. 1011 ist w2(i*(7)) +0, also red2(c2(SL2g))=~O 
in H4(BSLZ; 7Z/22~). Sei nun co ein erzeugendes Element yon H4(BSLTZ; 2~) und 
sei c2(SLZ)=lco , so muB 1 eine ungerade Zahl sein. 
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Wir wissen abet, dab die Ordnung von c2(SLZ ) gleich 12 oder 24 in 
H~(BSLZ; 7Z) (~  Z/24 Z oder Z/48 Z) ist. Deswegen ist H4(BSLZ; 7Z) eine zykli- 
sche Gruppe der Ordnung 24 und c2(SLZ ) erzeugt diese Gruppe. 

Aus diesem Satz folgt unmittelbar das folgende Korollar, welches die Frage 
fiber die Ordnung yon c2(GLTZ ) beantwortet. 

Korollar 1.6. H 4 (BGL~; Z) ~ Z/24 Z @ 2 Z/2 Z und c2(GLZ) hat die Ordnung 24 
in H4(BGLZ; ~). 

2. Die Ordnung yon c4k+2(GL~, ) in Hak+4(BGLZ; :~), k>=0 

In der Einleitung haben wir gesehen, dab c~k+2(GLZ ) ffir alle k = 0  die Ord- 
nung E4k § oder 2E4k § 2 besitzt. Aus der Zahlentheorie ist Folgendes bekannt: 
E~k§247 wobei $4k§ eine ungerade Zahl ist. Wir wollen nun bestim- 
men, ob die Ordnung yon c4k+2(GLZ ) gleich 4S4k§ oder 8S4k§ ist. 

In diesem Abschnitt arbeiten wir mit Homologie- und Cohomologiegrup- 
pen mit Koeffizienten in Z/8Z.  Wir betrachten die Reduktion modulo 8 red 8 
und folgende Bezeichnungen 

c(S):= red8 (cj)~H2J(BGL~; 2~/8 Z), J 
c~s) (G LZ): = red s (cj (GL71)) e H 2 j (B G LZ; Z/8 7/,,). 

Die fibliche H-Raum-Struktur yon BGLC induziert eine kommutative 
Ring-Struktur in H,(BGL~;Z) .  Der Ring H, (BGLC;Z)  besitzt eine additive 
Basis, die aus Monomen 

b] 1 b~ 2 b~33... (b o = 1, bFHz j (BGLr  ; Z)) 

besteht, ftir welche das Folgende gilt: es seien die Elemente der dualen Basis 
yon H * ( B G L ~ ; Z  mit 

c eH 2(v~ + 2~ + 3 ~ + -)(BGL(I?," Z) 
( u  V2, v 3 , . . . )  

bezeichnet (wobei nur endlich vide Zahlen v~=O sind), dann ist c(j,o,o,...l=c~, 
v2 v3 . . .  die j-re universelIe Chern-Klasse (vgl. [13, S. 8). Die Monome fi]~ ]~z fi3 be- 

Vl v2 u zeichnen schlieBlich reds(b 1 b 2 b 3 ...) in HzI,,+2~+3~3+...)(BGLC'Z/SZ); sie 
bilden eine additive Basis yon H,(BGLr 

Es sei nun X ein Raum und R e i n  kommutativer Ring mit 1; fiir alle n>__0 
gibt es einen Homomorphismus h: H'(X;  R) ~ Horn R (H,(X; R), R), welcher be- 
ztiglich X natfirlich ist. Fiir alle aEH"(X;R) bezeichne 8 das Bild h(a) in 
Hom R (H~ (X; R), R). 

Bemerken wir an dieser Stelle, dab der Homomorphismus 

h: H"(BGLffJ; ;g/8 7Z) ---> Hom(H~(BGLG; 7Z/8 7/:.), ~g/8 7I,) 

fiir alle n > 0  ein Isomorphismus ist (vgl. [2], S. 17). 
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Lemma 2.1. Die Elemente c} s)eH2j(BGLC; Z/8Z) und fl{eH2j(BGLIE; 71/8Z) 

(s) nimmt auf sind fiir alle j> l (streng) dual zueinander, d.h. c}S}(fi{)= 1 und cy 
allen anderen Basiselementen yon Hzj(BGLII~ ; Z/8Z) den Wert 0 an. 

Beweis. Wir betrachten das kommutative Diagramm 

H2J(BGLff~; Z) h --_ , Hom(H2j(BGLII~; Z), 2~) 

i red8 i reds 
h' 

H2J(BGLC; 2g/8 Z) , Hom(H2j(BGLC; 7Z), 71/8 Z) 

I red* 
Hom( H 2 j(BG Lr  ; Z/8 2g), Z/8 ~,). 

Dabei wird der Isomorphismus h' yon dem universellen Koeffizienten-Theorem 
gegeben und der Homomorphismus red* durch 

red s : H2j(BGLIF,; Z) --* H2j(BGLC; Z/8 Z) 

induziert. 
Die Elemente cjeH2J(BGLC;Z) und b{~H2~(BGLr ) sind (streng) dual 

zueinander, d.h. Uj(b{) = 1 und Uj hat den Wert 0 auf allen anderen Basiselemen- 
ten yon H2j(BGLC;Z). Die Kommutativit~it des oberen Teils des Diagramms 
liefert: 

h' (c~ 8)) (b{) = red s (~ (b{)) = 1 e 7//8 Z 

und h'(c~ s)) nimmt den Wert 0 auf allen anderen Basiselementen an. Wegen der 
Kommutativit~it des unteren Teils des Diagramms gilt dann: 

c} s) (fi{) = c} s) (red s (b{))= red, (c~ s)) (b{) 

= h'(c~ s)) (b{) = 1 ~Z/8 Z 

und c} s~ ist 0 auf allen anderen Basiselementen von H2j(BGLC;2g/8 7l). 
Um den Hauptsatz dieses Abschnitts zu beweisen, werden wir folgende 

Idee benutzen: f l~H4(BGLC;Z/SZ) ist im wesentlichen das Bild eines Ele- 
mentes yon H4(BGLTI; Z/82g) unter dem durch die Inklusion GLZ~--~GLC in- 
duzierten Homomorphismus 

i, : H,  (BGLZ; Z/8 Z) ~ H ,  (BGLII~; 7Z./8 Z). 

Genauer ist es m/fglich, das n/ichste Lemma mit Hilfe von Satz 1.5 zu beweisen 
(vgl. [2], S. 20). 

Lemma 2.2. Es gibt ein Element #eH,(BGLZ; 7l/8 7l), so daft 

i,({)=fi~+lfl2eH4(BGLIE;Z/8Z ) mit l=O oder 4. 
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Lemma2.3. Seien X und Y zwei Rgtume, Re in  kommutativer Ring mit 1, h der 
oben eingeffihrte Homomorphismus und f eine Abbildung X--, Y. Betrachten wit 
die durch f induzierte Homomorphismen f , :  H,(X;R) -~H, (Y ;R)  und f * :  
H*(Y;R)--+H*(X;R) und die Elemente a~H"(Y;R) und beH,(X;R).  Dann gilt: 

f *  (a) (b) = 8( f ,  (b)). 

Beweis. Wegen der Natiirlichkeit yon h ist das folgende Diagramm kommuta- 
tiv: 

h 
, (H, (Y; R), R) H"(Y; R) Hom R 

h 
H"(X;R) ~ HomR(H,(X;R),R) 

d.h. f*(a)(b)=(f*g)(b). Dabei ist f e  der durch f , :  H,(X; R)~H, (Y;R)  indu- 
zierte Homomorphismus, d.h. ( f  e d)(b)=d(f,(b)). Daraus folgt die Behauptung. 

Bemerkung. Die Elemente a~H"(X;R) und bsH,(X;R)  heil3en schwach dual 
zueinander, .falls d(b)=lER. Setzen wir R=77/877; sind nun a und b schwach 
dual zueinander, so besitzen aEH"(X; 77/877) und bEH,(X; 77/8Z) die Ordnung 8. 

Wir k6nnen nun den Hauptsatz des Abschnitts beweisen. 

~(8) GL77 Satz 2.4. ~2m( ) hat die Ordnung 8 in H4m(BGLZ; Z/877)fiir alle m> 1. 

Beweis. Wir setzen X = BGL7Z, Y = BGLC, R = 77/8 77 und f = i: BGL77 ~ BGL~2, 
die Abbildung, welche durch die Inklusion GL77 ~--~GLC induziert wird. Nach 
Lemma2.2 existiert r ) mit i , (~)=flZ+lfl2 ( /=0 oder 4). 
H,(BGL77; 77/8 Z)~-H,(BGL77 + ; 77/8 Z) besitzt eine kommutative Ring-Struk- 
tur, welche durch die H-Raum-Struktur yon BGL77 + induziert wird und der 
Homomorphismus 

i, : H ,  (BGL77; 77/8 77) ~ H,  (BGLe; 77/8 Z) 

ist ein Ring-Homomorphismus. 
Wir k6nnen also das Element ~m~H4m(BGL77; 77/877) betrachten. Dann ist 

i ,  (~m) = (fi~ + l f12) m =/~m + m l fl~m-2 fi2 en4m (BGLe; 77/8 77) 

w e g e n  l 2 = 0 mod 8. 
Nach Lemma 2.1 sind c2, .(8) und fiZm (streng) dual zueinander; daraus folgt: 

c(2~ (i, (~')) --/8) ~t~zm f12) = 1 677/8 77. - -  ~ 2 m  \ / ~ l  -t-mlfl~ m-2 

Dann ist auch i*(c(28~)(~m)=1~77/877 nach Lemma 2.3. Das Element i*r 2m) 
=c~(GL7Z) hat also die Ordnnng 8 in H~m(BGL77; 77/877) fiir alle m>  1. 

Korollar2.5. c~k+z(GL77 ) besitzt die Ordnung 2E4k+2 in H8k+4(BGL77;7Z) fiir 
alle k > O. 

Beweis. Nach Satz 2.4 ist die Ordnung von cem(GL77 ) ein positives Vielfaches 
yon 8 ftir alle m>  1. Wir wissen schon, dab c4k+z(GL77 ) ein Element der Ord- 
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nung E4k+2=4S4k+2 oder 2E4k+2=8S4k+2 fiir alle k > 0  ist, wobei $4k+2 eine 
ungerade Zahl ist. Das liefert die Behauptung. 

Bemerkungen. a) Dasselbe Resultat gilt auch ftir die Chern-Klassen yon SLZ" 
c4k+2(SLZ ) besitzt die Ordnung 2E,k+2 in Hsk+4(BSLZ; Z), k>0.  

b) Die Ordnung yon cj(GLZ) in H2J(BGL~; 7l,) ist also jetzt bekannt, falls 
j ~ 0  mod4  ist. Es bleibt noch eine offene Frage: ist die Ordnung von 
c4k(GLZ ) gleich E4k oder 2E4k (k> 1)? 

3. Chern-Klassen yon Kongruenzuntergruppen 

In diesem dritten Teil betrachten wir die Kongruenzuntergruppen F m yon SL,Z, 
welche so definiert sind" F mis t  der Kern der natiirlichen Projektion SL, I 
--~SL7Z/m:g, m>2. Dabei ist n immer grog genug vorausgesetzt, so dab die 
singuliiren Homologie- und Cohomologiegruppen yon BSL, Z, BGL,7I und 
BGL,IFp (ffir alle Primzahlen p) im StabilitMsbereich liegen (vgl. [4]); diese 
Voraussetzung gilt ftir den ganzen Abschnitt. Es ist noch zu bemerken, dab die 
Gruppe /7,, torsionsfrei ist, falls m4=2 ist. Es bezeichne i,, die Inklusion F,,~-~ 

'* den induzierten Homomorphismus H* (BGL, ~; ;g) --. H* (BFm; Z). GL,2g und t m 
Fiir j > l  definieren wir die j-te Chern-Klasse der Kongruenzuntergruppe F,,: 
cj(Fm) : = z~(c;(GL~Z)). 

Fiir alle m__>2 gilt zum Beispiel Cl(F~)=0, weil 

H 2 (BSLX; 2E) ~ H 1 (3SL~; 2E) = 0 

ist. Wir interessieren uns ftir die Ordnung dieser Chern-Klassen c~(Fm) , j>=2, 
und untersuchen in diesem Abschnitt die Ordnung yon c2(Fm) far alle m_>_ 2. 

Sei nun p eine Primzahl und lFp der KSrper mit p Elementen. Fiir den 
n~ichsten Satz miissen wir den Hurewicz-Homomorphismus Hu: K3IFp~ 
H3(BGLIFp+;2E) kennen. Nach Quillen ist K3IFp_~Z/(pa-1)7Z und nach [11] 
gilt 

H 3 ( B G L ] F p + ; X ) ~ Z / ( p  2 - 1) Z | - 1)Z. 

Sei ~' BGLIF~ ~ B U  der Brauer-Lift u n d c ,  die n-te universelle Chern-Klas- 
se in H2~(BU; Z); wir definieren 3,:=~*(c,)~H2"(BGLIFp+; 2E). Die Ordnung 
von 3, ist gleich p ' - 1  (vgl. [9], S. 45 oder [11], Theorem B). Zum Beispiel hat 
32 die Ordnung p2_ 1. 

Wegen 
Ha(BG LIFp + ; X) ~ Ext(H 3(BG LIF s ; X), X) 

~- Hom(H3(BGLIFp + ;Z), Q/X) 

k/Snnen wir 32 als ein Element der Ordnung p 2 _ l  in Hom(H3(BGLIFp+; Z), 
Q/Z) interpretieren. Sei c 2 ein Element yon H3(BGLIFp+; Z) mit 

1 

3* besitzt natiirlich auch die Ordnung p2--1. Es gilt (vgl. [2], S. 29): 
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Lemma 3.1. Es gibt ein erzeugendes Element c~ yon K3IFp~-Z/(p 2 -  1)Z mit 

Hu(. )  = d~ + ~eH3(BGLIFp + ;71,), 

wobei ( p - l )  ~/=0 ist. 

Satz 3.2. c2(Fp)= 0 ffir alle Primzahlen p mit p ~= 2, p =~ 3. 

Beweis. a) Sei p eine Primzahl mit p+2 ,  p#:3; die natfirliche Projektion ~p: 
GLZ ~ GLIFp induziert den Homomorphismus ~v,: K3Z  ~ K31F p. Es ist mSglich 
zu zeigen (vgl. [2], S. 34)~ dab fi~r ein beliebiges erzeugendes Element e von 
K37Z~-TZ/487Z die Ordnung yon n~,(e) in K31Fp~Z/(p2-1)~  gleich 24 ist; sei 

2:=P2421 ~/N, so ist 7tp,(s)= t2 ct, wobei (l, 24)= 1 und a das erzeugende Element 

yon K~IF~ ist, welches wir wie in Lemma 3,1 w~ihlen. 

b) Betrachten wir nun das kommutative Diagramm 

K3~. _~P* ) K3]F p 

H3(BGL~ + ;~) ~P* , H~(BGLIFv+ ; 7~). 
Wegen 

H4(BGL~ + ; ~) ~ Ext(H3(BGLTZ + ;~), ~) 

Hom(H ~(BG L~  +" ~), ~ /~)  

k6nnen wir c2(GL~ ) als ein Element der Ordnung 24 in Hom(H~(BGL~+; ~,), 
~/~)  interpretieren. Sei c~(GL~) ein Element yon HB(BGL~+; ~) mit 

c2(GLZ)(e*(GLTt)) = 2~z eQ/Z.  

Nach Satz 1.5 gibt es ein erzeugendes Element ~von K3Z mit Hu(a)--c*(GLZ). 
Die Kommutativitiit liefert dann: 

~p,(c*(GLZ)) = ~v,(Hu(e)) = Hu 0rv,(e)) = Hu(12 c 0 = 12(C* + 11) 

wegen Lemma3.1 ((p-1)~/=0).  Also hat =p,(c*(GL~)) die Ordnung 24 in 
H3(BGLIF ff ; Z). 

Wenn wit dann n*: H~(BGLIFp+; Z ) o  Hg(BGLZ*; 7Z) betrachten, folgt dar- 
aus, dab ~*(cz) in H~(BGLZ+; ~ ) ~ Z / 2 4 ~ . |  ebenfalls die Ordnung 24 
besitzt, d.h. ~p(c2)=kc2(GLZ)+ t m i t  (k, 24)= 1 und 2t =0. Folglich gilt ~*(k~2) 
=c: (GLZ)+k t  wegen k2=1 rood 24. 

c) Wir betrachten schlieBlich die exakte Sequenz 

Fp ~ G L~Z ~" , O L~IEp. 

'* ist eigentlich die Zusammensetzung Der Homomorphismus zp 

H~(BGL,~,;Z) , H4(BSLffL;Z) ~ H4 (BFp; Z). 

Z/247Z @ 22g/2~ Z/247Z 
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Deswegen gilt i*(c2(GL, TZ)+kt)=i*(cz(GL,~))+O=c2(Fv), also i*.~*(k~2) 
=ca(Fv). Die Zusammensetzung ~v. ip ist trivial, also auch t v'*- ~p,* was uns die 
Behauptung liefert: c2(Fp)=0. 

(Dieser Satz folgt auch aus [5].) 
Analog k6nnen wir folgenden Satz beweisen. 

Satz 3.3. 
a) 3c2(F3)=0, 
b) 8c2(F2) =0. 

Bemerkung. Da F 2 eine zyklische Untergruppe der Ordnung 2 entNilt, ist die 
Ordnung yon c2(F2) in H4(Byz; Z) ein positives Vielfaches von 2, also gleich 2, 
4 oder 8. 

Wir besitzen nun einige Informationen tiber die Ordnung yon c2(Fm), wenn 
m eine Primzahl ist. Damit k/3nnen wir Resultate tiber den allgemeinen 
Fall m > 2  leicht bekommen (vgl. [2], S. 40-41), zum Beispiel: 

Korollar 3.4. c2(Fm)=0 fiir alle natiirlichen Zahlen m, welche keine Zweierpotenz 
und keine Dreierpotenz sind. 

Bemerkung. Bei dieser Untersuchung der Ordnung yon c2(Fm), m>2, bleiben also 
noch zwei Fragen often: 
- Ist die Ordnung y o n  c2(F2) gleich 2, 4 oder 8 in Hg(BF2; 7/,)? 
- Ist c2(F3) gleich 0 oder ein Element der Ordnung 3 in Hg(B/'3; Z)? 

Die zweite Frage ist besonders interessant, weft F 3 eine torsionsfreie Gruppe 
ist. W/ire die Ordnung von c2(F3) gleich 3, dann h/itten wir ein Beispiel einer 
ganzzahligen treuen Darstellung einer torsionsfreien Gruppe, deren zweite 
Chern-Klasse nicht Null ist. Ein solches Beispiel wfirden wir auch bekommen, 
wenn ftir m eine Dreierpotenz oder eine von 2 verschiedene Zweierpotenz 
C2(Cm) + 0  w/ire. 

Anhang: Chern-Klassen von rationalen Darstellungen diskreter Gruppen 

Wir haben die Chern-Klassen der ganzzahligen Darstellungen diskreter Grup- 
pen untersucht. Wir k/3nnen uns auch ftir rationale Darstellungen yon diskre- 
ten Gruppen interessieren und die beste obere Schranke fiir die Ordnung ihrer 
Chern-Klassen suchen. 

Ftir alle j >  1 definieren wir ci(GL~) bzw. c~(SLQ) als die j-te Chern-Klasse 
der Inklusion GLQ~--~GLII2 bzw. SLQ~--~GLII2, wobei wir die Gruppen GLQ 
und SLQ als diskrete Gruppen auffassen; wir probieren Aussagen fiber die 
Ordnung dieser Chern-Klassen zu bekommen. Wie vorher ist es hier auch klar, 
dab die Chern-Klassen cj(GLQ) die Ordnung 2 besitzen, falls j eine ungerade 
Zahl ist. 

Das Problem ist aber schwieriger, falls j gerade ist. Dazu betrachten wir die 
profiniten Chern-Klassen Cj(GLII)), welche folgenderweise definiert sind (vgl. 
[8]). Es bezeichne ~ den Ring der profiniten ganzen Zahlen (i~.=li~mmZ/mZ) 
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und q5 den nattirlichen Homomorphismus Z ~ Z, welcher 

q~,: HZ~(BGLQ; Z) ~ H2 J(BGLQ; ~l) 

induziert. Dann ist ~j(GLQ)..=$,(cj(GLQ)). Nach [-8] gilt 2ESj(GLQ)=O, d.h, 
2Ejcj(GLQ)~Kern (a, ffir gerade j. Es ist einfach zu sehen, dab Kern ~b, die 
Menge aller ~-divisiblen Elemente yon H2J(BGLQ; Z) ist. Wir bekommen 
also den folgenden Satz. 

Satz 4.1. Ffir alle geraden Zahlen j gilt: die Elemente 2E~cj(GLQ) in 
H2J(BGLQ; Z) und 2Ejcj(SLQ) in HZJ(BSLQ; Z) sind o�9 

Das Element 0 ist naffirlich immer ~-divisibel. Um die Ordnung yon 
C2k(SLQ ) und C2k(GLQ ) zu kennen, untersuchen wir, ob die Gruppen 
H~k(BSLQ; 7l) und Hek(BGLQ; Z) andere w-divisible Elemente besitzen 
(k >__ 1). 

Lemma 4.2. Sei T eine Torsionsgruppe. Dann enthi~lt die Gruppe Ext(T; Z) keine 
~-divisiblen Elemente aufler O. 

Beweis. Da T eine Torsionsgruppe ist, gilt Ext(T, Z)~Hom(T,  Q/Z). Sei f ein 
~-divisibles Element von Horn(T, Q/Z); ffir a11e nattirlichen Zahlen m existiert 
also ein gm6Hom(T, Q/Z), so dab f=mg,,. Sei nun x ein beliebiges Element 
der Torsionsgruppe T und s seine Ordnung: s . x = 0 .  Wegen f=sg S nimmt f an 
der Stelle x den Wert f(x)=sg,(x)=gs(sx)=g~(O)=O an. Es gilt also: f ( x ) = 0  
fiir alle xE T. Das einzige w-divisible Element von Horn(T, Q/Z)-~Ext(T,Z) ist 0. 

Korollar 4.3. Sei X ein Raum. Falls Hi_I(X; Q)=0, dann enthiilt Hf(X; Z) keine 
~-divisiblen Elemente aufler O. 

Beweis. Wegen Hi_I(X; Q)=0  ist HI_I(X; Z) eine Torsionsgruppe. Nach dem 
universellen Koeffizienten-Theorem gilt 

H'(X; X)~ Hom(H~(X; Z), 7Z)Q Ext(H~_ I(X; Z), Z). 

Die yon 0 verschiedenen Elemente yon Hom(Hi(X; Z), Z) nehmen ihre Werte 
in Z an und sind deshalb nicht ~-divisibel. Die Behauptung folgt dann aus 
Lemma 4.2. 

Also ffagen wir uns: gibt es natiirliche Zahlen k mit H,k_~(BSLQ; Q)=0?  
Dazu betrachten wir ein Resultat yon Borel [--3]" H,(BSLQ; Q) ist eine ~iuBere 
Algebra: 

H,(BSLQ; Q)= A (xs, x9, x13, ... ,x41+ 1 ... .  ) 

mit Grad x , l + l = 4 l + l  ffir l > l .  
Ffir k = l ,  2, 3, 4, 5 und 6 ist folglich H,k_I(BSLQ; Q)=0, also besitzt 

H*k(BSLQ; Z) keine ~-divisiblen Elemente auger 0; wegen Satz 4.1 ist dann 
2E2k C2k(SLQ)=O. Da die Ordnung yon c2k(SLQ) notwendigerweise ein positi- 
ves Vielfaches der Ordnung von czk(SL~ ) ist, liefern die zwei ersten Teile dieser 
Arbeit folgendes Resultat. 
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Satz 4.4. a) Die Ordnung yon c2k(SLQ) ist gleich 2E2k ffir k =  1, 3, 5. b) Die 
Ordnung yon c2k(SLQ ) ist gleich Ezk oder 2Ezk fiir k = 2, 4, 6. 

Bemerkungen. a) F i i r  k > 7  ist Hgk_I(BSLQ; Q ) # 0 ,  we l l  G r a d ( x s A x 9  A 

x4(k_4) + 1 ) = 4 k - 1  ist. U n s e r e  M e t h o d e  l iefert  a lso ke ine  o b e r e  S c h r a n k e  far  

die  O r d n u n g  v o n  Czk(SLQ) , falls k > 7  ist. 

b) Als  H i l f smi t t e l  far  die  U n t e r s u c h u n g  der  O r d n u n g  v o n  Czk(GLQ) kOnnen  

wir  a n a l o g  zu L e m m a  1.2 die H o m o t o p i e - J ~ q u i v a l e n z  BGLQ+~-BSL(1) + 
x B Q *  beweisen .  D a m i t  ist es z u m  Beisp ie l  m 6 g l i c h  zu zeigen,  d a b  die Ord -  

n u n g  v o n  c2(GLQ ) in H4(BGLQ; ~) gle ich  24 ist (vgl. [2],  S. 48). 
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