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Résumé

Une partition floue assigne & chaque objet (parmi n objets) une distribution sur a
catégories. Par des méthodes d’algebre linéaire élémentaire, on définit et étudie des pro-
priétés telles que I’emboitement des partitions, leur itération, ou leur stabilité en relation
avec une autre partition. L’introduction de mesures de similarités “naturelles” entre ob-
jets, non pondérées (R) ou pondérées (T, P) permet de définir des distances euclidiennes
entre objets, mais aussi entre partitions, lesquelles peuvent alors étre représentées comme
des points dans un espace factoriel de basse dimensionalité par MDS classique. Les
versions pondérées T et P different pour les partitions floues, et engendrent diverses
constructions formelles n’ayant pas d’équivalent au niveau des partitions ordinaires
(=déterministes). Ce travail suggere une certaine vue de l'analyse multivariée de va-
riables catégorielles floues, autrement dit de ’analyse des correspondances floues mul-
tiples'.

1 Matrices d’appartenance

Définition 1 Une partition floue A de n objets en a groupes est définie par une matrice
(n x a) d’appartenance Z4 = (z;) telle que z; > 0, dmrziy =1 (Vi=1,....n) et

n;“ = z;;‘ >0 (Vj =1,...,a). La notion d’appartenance en jeu peut s’interpréter
comme z;; = “probabilité que I'objet ¢ appartienne au groupe j”.
La partition est déterministe si z;; = 1 ou z; = 0 pour tous %, j, i.e. si zfj = zj. La

partition est pleine si rang(Z) = a, et défective si rang(Z) < a.

Une partition déterministe est pleine. En général, Z est formé de ¢(A) < a sous-blocs
irréductibles indicés par J = 1,...,¢c(A). Chaque composante J est constituée (en lignes)
de groupes j tels que z;;; = 0 si z;; > 0, pour j € J et j’ ¢ J; de méme, chaque composante
J est constituée (en colonnes) d’objets i tels que z;; = 0 si j ¢ J. On définit les matrices
(a x a)

B = Z,Z ie. bj]/ = Zzijzij/ N = diag(l/Z) i.e. Nj4r = (5]]/ g (1)

i
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On a b;js = 0 si j et j' appartiennent & des composantes J et J' différentes. Aussi

c(A)=m & A est déterministe <« B=N
rang(Z) =m & A est pleine & B! existe

Lorsque A n’est pas déterministe, G := N~!'B differe de 'identité et génere des partitions
iterées d’ordre 7 définies comme Z(") := Z G"~1, avec limite ZZ(JOO) =n; I(i € J(j))/ns)
(ot I(E) est la fonction caractéristique de événement E). La partition Z(°°) est pleine ssi

A est déterministe.

Exemple 1 : on considére la partition floue A de n = 5 objets dans a = 4 groupes avec

0; og 8 8 1.2 0 0 0 1.04 0.16 0 0

zA 0 1 0o o N — 0 1.8 0 0 B— 016 164 0 O
B 0 0 06 04 - 0 0 08 0 = 0 0 04 04

0 0 02 08 0 0 0 1.2 0 0 04 0.8

2 Similarités et distances entre objets

Soit S = (s;) une matrice générale de similarités entre objets, définie non négative, et
telle que s;i7 > 0, s;ir = Sy et S < \/5ii Sp¢. Les matrices R := ZZ', T := ZN—'Z' et
(pour une partition pleine) P := ZB~'Z’ constituent trois candidats naturels pour S :

a

a a
2ij 2 S b
T = E 2ij Zitj tir = E Dii = Zij bjj’ 241§ (2)
) i,
]:

j=1 3.4'=1

R = (r;#) définit, pour une partition déterministe, la relation d’équivalence “i et i’ ap-
partiennent au méme groupe”. T = (t;7) est une matrice de transition markovienne de
distribution stationnaire m; = 1/n, vérifiant ), t;» = 1; P = (p;7) (pour lequel p;» > 0
peut étre violé, |pyr| < \/pi; pyi restant valide) est une matrice de projection vérifiant
P? = P.On a T = P ssi la partition est déterministe. Aussi, les itérés de T et P construits
A partir de Z(") .= Z G"~! vérifient T = T2 -1 et P) = P.

Par le théoreme de Schoenberg? (MDS classique), les quantités D, := (alfj,)2 = s +
Sy — 284 constituent des (carrés de) distances euclidiennes, pour lesquelles une configura-
tion exacte de dimension < n — 1 peut étre reconstituée par MDS classique (diagonalisation

de S). Explicitement

2
I )
D=3 ey -zt D=3 I pE Sy (e — )
(3)
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Ainsi, pour une partition déterministe, on a

1 . . .
rir =1ty = piir = — DE =DI =DE =0 pour 4,4’ € j
s
J
T = by = Diit = 0 Dﬁ, =2 D;Z;, = D{;’, = % + %]/ pour ¢ € 7, i e j/ avec j #]/

Exemple 1, suite : les matrices de similarité et distances entre objets associées sont

1 2 0 0 0 .83 .17 0 0 0 98 12 —-10 O O
.2 .68 .8 0 0 A7 .39 44 0 0 12 .40 48 0 O
R = 0 8 1 0 0 T = 0 44 56 0 0 P = —-10 48 62 0 0
0 0 0 .52 .44 0 0 0 .58 42 0 0 0 1 0
0 0 0 .44 .68 0 0 0 .42 .58 0 0 0 0 1
0 1.28 2 1.52 1.68 0 .89 1.39 1.42 1.42 0 1.14 1.79 1.98
R 1.28 0 .08 1.2 1.36 T .89 0o .06 .97 .97 P 1.14 0 .07 1.40
D" = 2 .08 0 1.52 1.68 Dt = 1.39 .06 0 1.14 1.14 DY = 1.79 .07 0 1.62
152 1.2 1.52 0 .32 1.42 .97 1.14 0 .33 1.98 1.40 1.62 0
1.68 1.36 1.68 .32 0 1.42 .97 1.14 .33 0 1.98 1.40 1.62 2

3 Partitions emboitées

Définition 2 La partition B (définie par la matrice (n x b) d’appartenance Z2) est plus
grossiére que la partition A (définie par la matrice (n x a) d’appartenance ZA), ie. A est
plus fine que B, noté B < A, si Z8 = ZAWAB ot WAB = (wﬁf) est une matrice (a x b)
A8 = 1.

avec w;‘}f >0 et 22:1 wy

La relation “B < A” est un ordre partiel, d’élément minimal O (avec zg = 1 : partition
a un groupe) et d’élément maximal N (avec z{-}f = ¢;; : partition & n groupes). Aussi, si
B < A (partitions pleines), alors PAPB = PBPA = PB_ La séquence A") de partitions

associées & Z(™ est décroissante : AT < AT,

4 Distances entre partitions

SA = (sA) et SB = (sB,) étant les similarités associées aux partitions A et B, une
distance euclidienne (quadratique) entre ces derniéres peut étre définie comme

s B \2 B2 2 B2 B
Dop =Y (si = siy)? = Te(S? = 8F)% = Tr((S4)?) + Tr((SP)?) — 2Tr(SA SP)  (4)
i

Par construction, le MDS classique appliqué a un ensemble de partitions munies de la
distance Df\’ g bermet de visualiser exactement la configuration de facon euclidienne, chaque

partition étant représentée par un point (voir figure 1).

Exemple 2 Soient n = 5 objets. On définit A comme dans l'exempls 1; B comme la
partition (123;45); C comme(12;345); D = N comme (1;2;3;4;5); £ = O comme (12345),
et F = A comme la partition itérée limite :



factor 2 (16%
factor 2 (31%)
factor 2 (30%

factor 1 (66%) factor 1 (60%) factor 1 (63%)

F1a. 1 - Visualisation euclidienne des distances entre partitions Df‘ B> pour les 6 partitions
de l'exemple (2), dans les versions S = R (gauche), S = T' (milieu) and S = P (droite). D
and & sont confondues dans les versions T et P; B et F sont confondues dans la version 7.

Enfin, F est défective et donc non représentable dans la version P.

1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0.4 0.6 0
1 0 1 0 01 0 0 0 1 0.4 0.6 0
ZB = 1 0 ZC = 0 1 ZD = 0 0 1 0 0 Zg = 1 Z]: = 0.4 0.6 0
0o 1 0 1 00 0 1 0 1 0 0 04 0
0o 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 04 0

qui définissent les dissimilarités entre partitions suivantes (dans l’ordre alphabétique) :

0 0.63 1.37 1.74 1.74 0.63

o000

063 0 111 3 3 0 0 2263 11
1.37 1.11 0 3 3 1.11 2 0 111 3 3

D= Ty ' DP=| 263 111 0 3 3
174 3 3 0 0 3 Bl 08
174 3 3 0 0 3 R O
063 0 111 3 3 0

En général, pour des partitions floues et pleines, B < A entraine wa = Tr(PA) —
Tr(PB) =a — b, et donc sz,c = Df\,B + Dg,c pour C<B<A(ouA<B<C).

Dans le cas de partitions A et B déterministes & a et b groupes, on a Dﬁ,B = Npga+
Npp—2Nyp et Di,B = Dfl,B =(a—1)+(b-1)— %Xil,l% ol N4 est le nombre de paires
d’objets classés dans le méme groupe j de A et k de B, et X?A,B est le chi2 usuel associé a
la table de contingence ny, (=nombre d’objets dans le groupe j de A et k de B). De plus,
Dﬁ:,B = Z?:l ij et DZ;,B = Di,B = Z?=1 T]Bv ol Pf = n? —2 Zi,i/ej 7“5’ +Zi€j;i’ 7“5/ > 0 et
TJB =1- % Zi,z"ej pg/ +Zi€j pg > 0. Les quantités ,053 et TjB s’interpretent comme mesures
d’instabilité du groupe j de A relativement a la partition B. En particulier, pﬁ\[ =n;(n;—1)

N —
J

. N O _ n—n; . . N
(groupes moyens instables face & O) et 7,7 = — = (petits groupes instables face a O).

nj—1, qui souligne I'instabilité des grands groupes face & NV ; aussi, ,0;9 = (n—n;j)n;



